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Введение
Ручной графический метод, применимый для ре-
шения широкого класса задач, всегда имел пре-
восходство перед остальными методами, которое
выражалось в наглядности не только полученно-
го решения, но и этапов построения алгоритма.
Почти каждый математический подход для удоб-
ства изложения сопровождается каким-либо гра-
фическим пояснением (визуализацией). Недостат-
ком ручного графического метода, а также зри-
тельного восприятия, является пространственный
предел, который не позволяет решать задачи, раз-
мерность которых выше трёхмерной. В 2016 го-
ду в работе [7] формулируется новый компьютер-
ный метод функционально-воксельного моделиро-
вания, основанный на принципах линейной аппрок-
симации функционального пространства для вы-
числения его локальных геометрических характе-
ристик. В работах [1-4,6] приводятся различные
применения метода и раскрываются его достоин-
ства. Главной особенностью этого метода являет-
ся его преемственность в организации компьютер-
ного графического подхода к решению математи-
ческих задач с геометрической постановкой. От-
метим, что к геометрической постановке можно
сводить решение достаточно широкого класса ма-
тематических задач, основанных на применении
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функциональных зависимостей. Функционально-
воксельное содержание предложенной компьютер-
ной модели позволяет организовать согласован-
ность между тройственным компьютерным пред-
ставлением пространства функции: функциональ-
ное (аналитическое, символьное представление),
функционально- воксельное (локальное значение
функции выражается через локальные геометриче-
ские характеристики, отображённые воксельными
структурами) и воксельное (процедура вычислений
строится исключительно на информации воксель-
ных структур). Согласованность модели обеспечи-
вается операторами перехода из одного представ-
ления пространства функции к другому. В работе
[7] в подробной форме излагаются все три подхода
к работе моделью. Эта статья посвящена рассмот-
рению воксельных графических вычислений про-
странства функции с приведением основных вы-
числительных конструкций.

1. Функционально-воксельное пред-
ставление геометрической модели
Как уже отмечалось, построение функционально-
воксельной модели основано на принципах линей-
ной аппроксимации пространства функции для вы-
числения его локальных геометрических характе-
ристик. В отличие от существующих подходов к
линейной аппроксимации, локальные геометриче-
ские характеристики этой модели представлены
компонентами нормали повышенной размерности
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пространства на основе утверждения: В простран-
стве 𝐸𝑚+1 гиперплоскость вида 𝑛1𝑥1 +𝑛2𝑥2 + · · ·+
+ 𝑛𝑚𝑥𝑚 = 𝑝 представима как 𝑛1𝑥1 + 𝑛2𝑥2 + · · · +
+ 𝑛𝑚𝑥𝑚 + 𝑛𝑚+1𝑥𝑚+1 = 0 . Например, модель для
функции плоской фигуры «круг»: 𝑟2 − 𝑥21 − 𝑥22 = 0
представима параболоидной поверхностью в про-
странстве повышенной размерности: 𝑥3 = 𝑟2−𝑥21−
− 𝑥22. Линейная аппроксимация определяет плос-
кую окрестность в точке 3D-пространства компо-
нентами нормали �⃗�(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4) для нормального
уравнения 𝑛1𝑥1 + 𝑛2𝑥2 + 𝑛3𝑥3 + 𝑛4𝑥4 = 0

Определение. Графический образ, соразмерный его
прототипу и отображающий некоторое единствен-
ное свойство прототипа, называется графическим
образом-моделью прототипа, или графический М-
образ. Поскольку создаваемая воксельная геомет-
рическая модель базируется на отображении ло-
кальных геометрических характеристик, то каж-
дый из воксельных образов модели есть графиче-
ский М-образ.

Рис. 1: Образ поверхности тригонометрической
функции.

Представим аппроксимированную модель 𝑥′3 =
= 𝑔(𝑛1, . . . , 𝑛4, 𝑥1, 𝑥2) некоторой функции 𝑥3 =
= 𝑓(𝑥1, 𝑥2) (рис.1) нормальным векторным по-
лем, выраженным четырьмя скалярными поля-
ми �⃗�(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4) согласно условиям утвержде-
ния. Установим некоторое соответствие скаляр-
ных полей 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4, определяемых проме-
жутком [−1; 1] с их воксельным представлением
𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 , выразив через градацию интенсив-
ности тона монохромной палитры 𝑝 ∈ 𝑃 = [0; 255]
(рис.2):

𝐶1 =
𝑃 (1 + 𝑛1)

2
, 𝐶2 =

𝑃 (1 + 𝑛2)

2
,

𝐶3 =
𝑃 (1 + 𝑛3)

2
, 𝐶4 =

𝑃 (1 + 𝑛4)

2
,

Характерно то, что на этом этапе прекращается
компьютерная обработка функции аналитического
вида и в дальнейших преобразованиях появляется
возможность использовать только образные дан-
ные полученных базовых М-образов для реализа-
ции различных вычислений. Аналитическая функ-

Рис. 2: Воксельное отображение компонентов нор-
мали функции косинуса

ция может быть востребована лишь при определе-
нии максимально точных решений, а значит в до-
статочно редких случаях, либо для промежуточно-
го уточнения модели при накоплении возможной
погрешности от целочисленных вычислений в ходе
её преобразований.
Основным достоинством такого компьютерного
представления геометрической модели является её
соразмерная связь с евклидовым пространством,
позволяющая работать с любой размерностью за-
даваемых функций.

2. Функционально-воксельная арифме-
тика
Сумма. Сумму двух функций с одинаковой обла-
стью определения можно записать как функцию
(𝑔 + 𝑓)(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥),∀𝑥 ∈ 𝑋 . При этом каж-
дая из функций должна быть представлена в яв-
ном виде: 𝑥𝑓𝑖 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1𝑚𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑚), 𝑥𝑔𝑖 =
= 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1𝑚𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑚), , тогда значение
суммы запишем как 𝑥𝑆𝑢𝑚

𝑖 = 𝑥𝑓𝑖 + 𝑥𝑔𝑖 Для приме-
ра рассмотрим две разнородные по своей структу-
ре функции для суммирования: 1. Тригонометри-
ческая функция 𝑓 вида

𝑥𝑓3 = 5(𝑥2 sin𝜋𝑥1 + 𝑥21 cos𝜋𝑥2) (1)

2. Экспоненциальная функция g вида

𝑥𝑔3 = (𝑥1−1)𝑒−(𝑥
2
1+(𝑥2+1)2)+10(0.2𝑥1−𝑥31−𝑥52)𝑒−(𝑥

2
1+𝑥2

2)+𝑒−
𝑥2
1+𝑥2

2
3

(2)
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На рисунке 3 приведены воксельные представле-
ния, полученные на основе этих функций. Приме-

Рис. 3: Пример воксельных моделей функций (f) и
(g)

чательным является тот факт, что через воксель-
ный образ компонента 𝑛𝑖 выражается как 𝑛𝑖 =
= (𝐶𝑖 − 𝑃/2)/𝑃 , а функция любой сложности и
размерности (m) приобретает линейный вид:

𝑥′𝑖 =
𝑛𝑚+1

𝑛𝑖
−

𝑗−𝑖−1∑︁
𝑗−1

𝑥𝑗
𝑛𝑗
𝑛𝑖
−

𝑗−𝑚∑︁
𝑗−𝑖+1

𝑥𝑗
𝑛𝑗
𝑛𝑖

В рассматриваемом случае имеем сумму двух вы-
ражений функций (f) и (g): Перегруппировав урав-

нение, получим: На рисунке 4 представлены М-

образы для суммы функций (f) и (g), полученной
воксельным подходом. Достоверность результата

Рис. 4: Воксельная модель суммы двух функций,
полученная воксельным подходом.

проверяется построением воксельной модели ариф-
метической суммы двух заявленных функций. Все
четыре образа совпадают. В общем случае имеем:
Разность. Представим разность в виде суммы с от-
рицательной функцией, а значит, достаточно рас-
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смотреть способы получения конструкции 𝑓(𝑥) =
= −𝑓(𝑥) . На рисунке 2.1.6 изображена воксель-
ная модель для функции (𝑥𝑓3 )− = −(5(𝑥2 sin𝜋𝑥1 +
+ 𝑥21 cos𝜋𝑥2)). При рассмотрении функционально-
воксельного представления получим Рисунок 5 на-

глядно показывает, что М-образы (𝐶𝑓
1 )−, (𝐶𝑓

2 )−, и
(𝐶𝑓

4 )−, по отношению к образам 𝑓
1 ,

𝑓
2 и 𝐶𝑓

4 имеют
инвертированный (обратный) цвет 𝐶𝑓

𝑖 = 𝑃 − 𝐶𝑓
𝑖

(где 𝑃 - максимальное значение палитры). М-образ
(𝐶𝑓

3 )− по отношению к М-образу 𝐶𝑓
3 сохраняет свои

цветовые значения, что подтверждается выражени-
ем (4). Взятие по модулю. По сути, модуль пред-

Рис. 5: Воксельная модель функции 𝑓(𝑥) = −𝑓(𝑥),
полученная функциональным подходом

полагает изменение знака отрицательной области
на противоположный, а посему, достаточно опре-
делить знак значения

𝑥𝑓3 = −𝑎
𝑓
1

𝑎𝑓3
𝑥1 −

𝑎𝑓2

𝑎𝑓3
𝑥2 +

𝑎𝑓4

𝑎𝑓3

чтобы получить конструкцию вида⃒⃒⃒
𝐶𝑓

1,2,4

⃒⃒⃒
=

{︃
𝐶𝑓

1,2,4 → 𝑥𝑓3 > 0

𝑃 − 𝐶𝑓
1,2,4 → 𝑥𝑓3 < 0

, |𝐶𝑓
3 | = 𝐶𝑓

3

На рисунке 6 изображена воксельная модель функ-
ции (f), взятой по модулю. Умножение. Аналогич-

Рис. 6: Воксельная модель функции (f), взятой по
модулю.

но рассмотрим арифметическую процедуру умно-
жения функций воксельным подходом. В качестве
примера оставим те же функции: (f) тригономет-
рическая и (g) - экспоненциальная.
Воксельный подход к представлению умножения
приводит к определению нормированных коэффи-
циентов, исходя из уравнения Проведём упрощение

формулы через переприсвоение: Получаем следую-

щее упрощённое выражение: Рассмотрим отдель-
но каждый многочлен при аргументах 𝑥𝑖 : Отсюда



Функционально-воксельные вычисления на компьютере 5

можно сделать вывод, что теперь Получение ком-

понентов приводит к нормированию коэффициен-
тов На рисунке 7 представлены М-образы для про-

изведения функций (f) и (g), полученного воксель-
ным подходом. В общем случае имеем: Воксель-
ный подход функционального деления приводит к
определению нормированных коэффициентов ис-
ходя из уравнения Проведём упрощение формулы
через переприсвоение: Получаем следующее упро-
щённое выражение: Рассмотрим отдельно каждый
многочлен при аргументах 𝑥𝑖 : Отсюда делает-
ся вывод, что Получение компонентов приводит
к перенормированию коэффициентов На рисунке
8 представлены М-образы воксельной модели для
частного функций (f) и (g), полученного воксель-
ным подходом. Реализация основных арифметиче-
ских процедур позволяет говорить о возможности
применения воксельных моделей в решении функ-
циональных уравнений. Например, такое уравне-
ние как 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) (5) можно
представить уравнением 𝑠(𝑥) − 𝑚(𝑥) = ℎ(𝑥) , где
𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝑠(𝑥) , а 𝑓(𝑥) × 𝑔(𝑥) = 𝑚(𝑥) . Та-
кие функции не только содержат достаточную ком-
пьютерную информацию в качестве решения, но и
позволяют применять такое представление функ-
ций в формулировке новых, более сложных уравне-
ний. На рисунке 9 демонстрируется решение урав-
нения (5) на основе функционального 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)−

Рис. 7: Воксельная модель произведения двух
функций, полученная воксельным подходом.

− 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) и воксельного 𝑠(𝑥)−𝑚(𝑥) = ℎ(𝑥)
подходов.

Определение значения ингеграла
функционально-воксельным методом
В общем случае площадь положительной функци-
ональной области вычисляется взятием двойного
интеграла по границам функции Продемонстриру-
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Рис. 8: Воксельная модель деления двух функций,
полученная воксельным подходом.

ем функционально-воксельный способ интегриро-
вания функции 𝑓(𝑥, 𝑦)по аналогии с классическим
способом. Преобразуем функцию 𝑓(𝑥, 𝑦)таким об-
разом, что положительные значения обратим в еди-
ницу, а отрицательные обнулим: Теперь можно за-
писать, что где 𝑓(𝑥, 𝑦) ̸= 0,𝑚× 𝑛- двумерная цело-
численная область воксельного пространства,𝑆𝑥 ×
× 𝑆𝑦 - площадь плоского вокселя.

Рис. 9: Функционально-воксельное представление
функции как решения функционального уравнения

Характерен тот факт, что полученный способ опре-
деления площади для двойного интеграла легко
адаптируется для получения объемов многомерных
функций. Рассматривая 𝑛 - мерный случай для
функции вида 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ̸= 0 можно записать,
что

Рассмотрим простой пример определения площа-
ди параболы вида 𝑦 = 𝑥2 − 1 (рис.10). Для опи-
сания сложных замкнутых областей обратимся к
математическому аппарату R-функций [5]. Пред-
ставим рассматриваемую функцию в предикатном
виде как 𝑤1 = 𝑥2 − 𝑦 − 1 . Но фигура параболы
не является замкнутой, и представленный вид опи-
сания не отвечает поставленному требованию. До-
пустим, нас интересует площадь фигуры, располо-
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Рис. 10: Функция параболы

женной ниже оси 𝑂𝑥 , т.е. в области отрицатель-
ных значений y (рис.10). Представим замкнутую
область пересечением двух незамкнутых областей:
𝑤1 и полупространства 𝑤2 = −𝑦 . В результате име-
ем общий вид замкнутой функции-предиката 𝑤 =

= 𝑤1+𝑤2−
√︁
𝑤2

𝑞 + 𝑤2
2, где 𝑤1 = 𝑥2−𝑦−1 и 𝑤2 = −𝑦

Рис. 11: Отрицательная область выделена белым
цветом

Для проверки корректности полученного резуль-
тата произведён расчёт площади «отрицательной»
(рис.11) 𝑆−𝑤 = 0.667702 и «положительной» (рис.12)
𝑆+
𝑤 = 1.332253 области 𝑤. Учитывая, что площадь

заданной области определения функции долж-
на стремиться к 2, суммируем оба полученных
значения:𝑆𝑤 = 𝑆+

𝑤 + 𝑆−𝑤 = 1.999955. Как видно из
примера, в ходе расчётов потеря площади состави-
ла стотысячные доли.

Рис. 12: Положительная область выделена белым
цветом

4. Решение САУ функционально-
воксельным методом
Рассмотрим решение примера системы элементар-
ных линейных уравнений: Результатом будет яв-

ляться некоторая точка пересечения двух прямых,
заданных уравнениями системы. Для решения си-
стемы уравнений функционально-воксельным ме-
тодом достаточно преобразовать математическую
запись системы уравнений в запись единого уравне-
ния поверхности (рис.13): при 𝑤 → 0. Покажем, что

общий вид решения системы САУ методом ФВМ
можно записать как при 𝑤 → 0. Рассмотрим слу-

чай пересечения квадратичных кривых: параболы
и окружности Для этого преобразуем систему кри-
вых в общую поверхность При 𝑤 → 0 получаем об-
раз, изображённый на рисунке 14, где результатом
являются точки, симметричные относительно оси
𝑂𝑦 . Можно также говорить о корректности полу-
чаемого результата при рассмотрении других раз-
нообразных примеров двухмерных функций раз-
личного степенного порядка, поскольку применя-
емое свойство нуля на границе присутствует для
всех неявно заданных функций. То же самое от-
носится к повышению размерности пространства
уравнений системы, что позволяет отнести такой
подход к разряду универсальных компьютерных



8 Толок А.В.

Рис. 13: Поверхность суммы модулей двух линей-
ных функций

Рис. 14: Поверхность суммы модулей двух нелиней-
ных функций

способов решения систем алгебраических уравне-
ний методом функционально- воксельного модели-
рования.

5. Заключение
Основным достоинством метода и его перспек-
тивой является значительное повышение уровня
геометризации компьютерной модели в простран-
стве повышенной размерности, позволяющей упро-
стить расчёт таких условных математических кон-
струкций, как дифференцирование и интегрирова-
ние функции. Все продемонстрированные расчёт-
ные конструкции метода базируются на примене-
нии локальных геометрических характеристик по-
вышенного функционального пространства и ори-
ентированы на применение к сложным многомер-
ным функциям..
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