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Рис. 1. Траектория процесса оптимизации в одном из сечений пространства параметров.

Аннотация

В статье описывается параметрический подход к пол-
ному восстановлению движения объекта в пространстве
и исследуется влияние погрешностей входных данных
на точность его работы. Подобные методы предлагались
ранее, как для реконструкции движения объекта с точ-
ностью до масштабного фактора, в случае если наблюда-
тель покоится [1], [2], так и для полного восстановления
движения объекта подвижным наблюдателем [3]. Од-
нако, сколь-либо подробного исследования влияния по-
грешностей входных данных на точность работы таких
алгоритмов авторами найдено не было. В данной работе
рассматривается ситуация, когда наблюдатель сам мо-
жет совершать контролируемое перемещение. Движение
объекта наблюдения предполагается прямолинейным и
равномерным, собственное вращение отсутствует, что
означает возможность полного его описания шестью ска-
лярными параметрами, составляющими вектор началь-
ного положения и начальной скорости. Для простоты
структурой объекта мы пренебрегаем, что эквивалент-
но рассмотрению единственной контрольной точки на
его поверхности. В сделанных выше предположениях,
мы рассматриваем метод наименьших квадратов, кото-
рый определяет глобальный фактор масштаба (глубину
в начальный момент времени) на ряду с остальными па-
раметрами движения. Численные эксперименты на сге-
нерированных данных были проведены с целью оценить

устойчивость и статистическую эффективность алгорит-
ма. Точность определения параметров в зависимости
от величины ошибок во входных данных была изуче-
на. В качестве источника ошибок были смоделированы
погрешности, возникающие вследствии конечного раз-
мера пикселя фотоматрицы. Результаты моделирования
представлены и определена область применимости пред-
ложенного подхода.

Ключевые слова : Монокулярное зрение, навигация,
восстановление траектории.

1 Описание алгоритма

Задача реконструкции движения объекта может быть
условно разбита на две последовательные процедуры: об-
работка исходных изображений с целью определения ко-
ординат контрольных точек и последующий анализ из-
влеченных числовых данных. В данной работе мы пред-
полагаем, что первая часть задачи выполнена, т.е. пер-
воначальный анализ фотоснимков произведен, и на вход
алгоритма поступает набор координат изображений со-
ответствующих контрольных точек на поверхности объ-
екта(методы такого анализа широко освещены в лите-
ратуре, например [4], [5]). Для простоты предположим,
что объект не совершает вращения относительно свое-
го центра масс. В таком случае, его перемещение пред-
ставляет собой только поступательное движение и может
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быть описано как двжение единственной точки. В каче-
стве такой точки выберем одну контрольную точку на по-
верхности объекта. Пусть в процессе измерений было сде-
лано 𝑁 фотографий в моменты времени 𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑁−1.
Тогда входными данными для алгоритма будут 𝑁 век-
торов пространства фото-матрицы �̂�𝑖 = [�̂�𝑖, 𝑣𝑖]

𝑇 , 𝑖 =
0, 1, . . . , 𝑁 − 1 и соответствующие им скаляры - момен-
ты каждого измерения 𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑁−1. Ошибки, возника-
ющие в процессе обработки изображений, обозначим как
𝛿�̂�𝑖 = [𝛿�̂�𝑖, 𝛿𝑣𝑖]

𝑇 .
Далее, пусть наблюдаемый объект движется по пря-

молинейной траектории с постоянной скоростью. Учи-
тывая принятые выше предположения, закон движения
анализируемой контрольной точки относительно наблю-
дателя задается шестью скалярными параметрами - тре-
мя координатами радиус вектора ее начального положе-
ния и тремя компонентами относительной скорости объ-
екта. Положение объекта в системе координат связанной
с наблюдателем в момент 𝑡𝑖 дается выражением

𝑟𝑖 = 𝑟0 + 𝑣𝑡𝑖, (1)

где 𝑟𝑖 = [𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖]
𝑇 и 𝑣 = [𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧]

𝑇 . Таким образом, вы-
ходными данными алгоритма являются шесть скалярных
величин.

Для моделирования метода отображения точек трех-
мерного пространства на пространство фото-матрицы
при фотографировании будем использовать модель
камеры-обскуры [6]. Данная модель по сути является
центральной проекцией на плоскость, отстоящую от цен-
тра проекции на расстояние 𝑓 - фокусное расстояние мо-
делируемой оптической системы.
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Рис. 2. Схема модели системы.

Система координат наблюдателя выбрана так, что:

1. Оптическая ось камеры совпадает с координатной
осью 𝑧.

2. Оси 𝑥 и 𝑦 координатного пространства попар-
но коллинеарны осям 𝑢 и 𝑣 пространства фото-
матрицы.

3. Центр проекции находится в нуле системы отсчета
наблюдателя.

Теперь можно явно выписать это отображение[︂
𝑢
𝑣

]︂
=

𝑓

𝑧

[︂
𝑥
𝑦

]︂
, (2)

или, подставляя выражения для компонент радиус век-
тора в момент 𝑡𝑖 из (1),[︂

𝑢𝑖

𝑣𝑖

]︂
=

𝑓

𝑧0 + 𝑣𝑧𝑡𝑖

[︂
𝑥0 + 𝑣𝑥𝑡𝑖
𝑦0 + 𝑣𝑦𝑡𝑖

]︂
, 𝑖 = 0, 𝑁 − 1. (3)

Приравняв данные, полученные в результате реаль-
ных измерений, к данным предсказанным моделью, по-
лучим систему уравнений, в которой неизвестными яв-
ляются параметры модели[︂

�̂�𝑖

𝑣𝑖

]︂
=

[︂
𝑢𝑖

𝑣𝑖

]︂
. (4)

Дополнительно заметим, что отношения координат
фото-матрицы к фокусному расстоянию равны танген-
сам угловых координат вдоль соответствующих осей

𝑢/𝑓 = tg𝜙𝑥, 𝑣/𝑓 = tg𝜙𝑦. (5)

В таких обозначениях, с учетом (3), система уравне-
ний (5) приобретает вид

{︃
tg𝜙𝑥

𝑖 (𝑧0 + 𝑣𝑧𝑡𝑖)− 𝑥0 − 𝑣𝑥𝑡𝑖 = 0,

tg𝜙𝑦
𝑖 (𝑧0 + 𝑣𝑧𝑡𝑖)− 𝑦0 − 𝑣𝑦𝑡𝑖 = 0, 𝑖 = 0, 𝑁 − 1.

(6)

В общем случае, в независимости от числа измере-
ний 𝑁 > 3, ранг матрицы однородной системы (6) равен
пяти. Это означает, что множество её решений образу-
ет однопараметрическое семейство, или, что эквивалент-
но, траектория объекта может быть определена лишь с
точностью до масштабного фактора. Этот факт широ-
ко известен в теории машинного зрения [6], а в качестве
фактора масштаба, как правило, выбирается 𝑧0 - глубина
наблюдаемого объекта в начальный момент времени.

Для разрешения указанной неопределенности мож-
но использовать следующий приём. Предположим, что
в момент 𝑡𝑏 > 𝑡𝑁−1 наблюдатель получает мгновен-
ное приращение скорости −𝑣𝑏. В системе отсчета, свя-
занной с наблюдателем, это эквивалентно мгновенному
приращению скорости объекта, равному по модулю, но
с противоположным знаком 𝑣𝑏. Если теперь произве-
сти 𝑘 измерений в соответствующие моменты времени
𝑡𝑁 , 𝑡𝑁+1, . . . , 𝑡𝑁+𝑘−1, то система (6) пополнится уравне-
ниями⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

tg𝜙𝑥
𝑖 (𝑧0 + 𝑣𝑧𝑡𝑖)− 𝑥0 − 𝑣𝑥𝑡𝑖 =

𝑣𝑏𝑥(𝑡𝑖 − 𝑡𝑏)− tg𝜙𝑥
𝑖 𝑣𝑏𝑧(𝑡𝑖 − 𝑡𝑏),

tg𝜙𝑦
𝑖 (𝑧0 + 𝑣𝑧𝑡𝑖)− 𝑦0 − 𝑣𝑦𝑡𝑖 =

𝑣𝑏𝑦(𝑡𝑖 − 𝑡𝑏)− tg𝜙𝑦
𝑖 𝑣𝑏𝑧(𝑡𝑖 − 𝑡𝑏), 𝑖 = 𝑁,𝑁 + 𝑘 − 1.

(7)
Расширенная система (6) + (7) уже является неоднород-
ной. Кроме того, число линейно-независимых уравнений
повышается до шести, что позволяет решить задачу на-
хождения параметров траектории однозначно.

Все сказанное выше, однако, относится к тому слу-
чаю, когда ошибки измерений отсутствуют. Такая идеа-
лизированная ситуация, конечно, не реализуется на прак-
тике. В действительности, каждому измерению �̂�𝑖 со-
ответствует случайная ошибка 𝛿�̂�𝑖, что делает систему
(6) + (7) несовместной. Её приближенное решение требу-
ет применения процедуры оптимизации, чему посвящен
следующий раздел.
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2 Метод оптимизации

Для приближенного решения системы линейных урав-
нений нами использовался метод наименьших квадратов
[7]. Этот подход успешно применялся ранее для опреде-
ления параметров движения с точностью до масштабно-
го фактора покоящимся наблюдателем [8], [1]. В пред-
ставленных ниже результатах единственным источником
ошибок является погрешность, возникающая вследствии
конечного размера пикселя фото-матрицы. Как показа-
но в [9], статистические свойства ошибки дискретизации
лучше всего описываются случайной величиной, равно-
мерно распределенной на отрезке, плотность распределе-
ния которой

𝑝𝛿𝑢,𝛿𝑣(𝑥) =

⎧⎨⎩
1

𝑎
, если− 𝑎/2 < 𝑥 < 𝑎/2,

0, иначе,
(8)

где 𝑎 - характерный размер пикселя.

Минимизируемый функционал имеет вид

𝐽 =

𝑁+𝑘−1∑︁
𝑖=0

(︀
(�̂�𝑖 − 𝑢𝑖)

2 + (𝑣𝑖 − 𝑣𝑖)
2)︀. (9)

Для его минимизации нами были использованы метод
Левенберга-Марквардта [10] и гибридный метод Повелла
[11]. Это - итерационные методы первого порядка и для
вычисления якобиана на каждом шаге используется ап-
проксимация вперед. Оба метода показали хорошие ре-
зультаты и могут быть применены для решения задачи.
При программировании была использована библиотека
lmfit для языка Python, которая, в свою очередь, осно-
вана на открытой библиотеке MINPACK, написанной на
C++ и реализующей поддержку указанных методов.

3 Численное моделирование

Значения параметров модели, которые использовались
для проведения тестов, подобраны таким образом, чтобы
за время эксперимента наблюдаемый объект испытывал
угловое смещение порядка 15∘, что вписывается в диапа-
зон характеристик многих фото-объективов.

В экспериментах учитывались только ошибки дис-
кретизации на фото-матрице. Безусловно, в реальных
условиях присутствует множество других источников по-
грешностей измерений, такие как неточность определе-
ния пространственной ориентации наблюдателя и его
собственного положения, эффекты выдержки, сфериче-
ские аберрации оптики и т.д.

Для симуляции реальных измерений, к каждому фо-
тоснимку разыгрывались случайные величины 𝛿𝑢𝑖, 𝛿𝑣𝑖 в
соответствии с распределением (8)

[︂
�̂�𝑖

𝑣𝑖

]︂
=

[︂
𝑢𝑖

𝑣𝑖

]︂
+

[︂
𝛿𝑢𝑖

𝛿𝑣𝑖

]︂
. (10)
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а) Размер пикселя - 5.6 микрон, 104 испытаний
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б) Размер пикселя - 56 микрон, 105 испытаний

Рис. 3. Распределение значения параметра 𝑧0 при опти-
мизации. Количество изображений в каждом экспери-
менте - 10. Красным пунктиром обозначено положение
истинного значения искомой величины, черной сплошной
линией - Гауссов профиль с подогнанными параметрами.

Для оценок полезно отметить, что угловая погреш-
ность, соответствующая ошибке в один пиксель разме-
ром 𝑎, может быть найдена как 𝑎/𝑓 и в нашем случае
составляла от примерно 0.005∘ до 0.1∘.

В целях определения степени влияния погрешностей
на разброс значений искомых параметров испытания
проводились сериями. В каждом испытании серии неза-
висимо генерируются случайные ошибки, производится
оптимизация параметров и их значения добавляются в
массив выходных данных. Гистограммы распределений
параметра 𝑧0 для двух серий испытаний представлены
на рис. 3.

Пока ошибки достаточно малы, значения оптимизи-
рованного параметра имеют распределение близкое к
нормальному вокруг истинного значения этого парамет-
ра (рис. 3, а). При увеличении ошибки наблюдается от-
клонение среднего значения от истинного и нарушение
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симметрии распределения (рис. 3, б). Для определения
степени малости ошибки можно использовать как отно-
сительный среднеквадратичный размер распределения,
так и модуль отношения смещения среднего к истинно-
му значению параметра.

Также была проведена серия экспериментов с целью
определить вид функциональной зависимости корня из
дисперсии распределения от размера пикселя. Результа-
ты моделирования для 20 значений в диапазоне от 5.6 до
56 микрон изображены на рис. 4.
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Рис. 4. Зависимость среднеквадратичного размера гисто-
граммы распределения 𝑥0 от ошибки, выраженной в уг-
ловых единицах. Наблюдается высокой степени линей-

ность.

Полученный набор данных хорошо аппроксимирует-
ся линейной зависимостью. Коэффициент наклона пря-
мой характеризует эффективность работы построенно-
го алгоритма. Минимальный теоретически возможный
наклон прямой дается нижней границей Крамера-Рао
(НГКР)[12]. Т.к. нижняя граница Крамера-Рао приме-
няется к оценкам максимума правдоподобия [13], то для
ее вычисления необходимо принять условие о нормаль-
ном законе распределения ошибок : 𝛿𝑢, 𝛿𝑣 ∼ 𝑁(0, 𝑎/

√
12),

которые в проделанных экспериментах имели равномер-
ное распределение с параметром 𝑎. Логарифм функции
правдоподобия, в нашем случае, записывается как

𝑙 = −(𝑁 + 𝑘) ln(
√
2𝜋𝑎2)− 1

2𝑎2

𝑁+𝑘−1∑︁
𝑖=0

(︂
𝑥𝑖

𝑓
− 𝑥0 + 𝑣𝑥𝑡𝑖

𝑧0 + 𝑣𝑧𝑡𝑖

)︂2

,

(11)
а её вторая производная по варьируемому параметру поз-
воляет найти НГКР

𝑠 =
𝜕2𝑙

𝜕𝑥2
0

= − 1

𝑎2

𝑁+𝑘−1∑︁
𝑖=0

1

(𝑧0 + 𝑣𝑧𝑡𝑖)2
(12)

и

𝜎НГРК =
√︀

−𝑠−1 = 𝑎

(︃
𝑁+𝑘−1∑︁

𝑖=0

1

(𝑧0 + 𝑣𝑧𝑡𝑖)2

)︃−1/2

. (13)

Отметим линейность по 𝑎 получившейся зависимо-
сти. При подстановке необходимых числовых значений
в (13) получим

𝜎НГРК ≈ 52164 𝑎, (14)

что более чем в два раза меньше оценок, полученных экс-
периментально.
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