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возрастающим числом Ng  ... 2, ,1  кластеров пикселей. 

При этом вычисляется 12 N  различных множеств 
пикселей. Основной особенностью указанной 
последовательности приближений является то, что она 
описывается выпуклой последовательностью 

0,..., , 21 NEEE  значений суммарной квадратичной 

ошибки E : 

1...,,3,2,
2

11 


 
Ng

EE
E

gg
g , 

или монотонно возрастающей последовательностью 
0... 132  NEEE  неположительных приращений 

E . Характерно, что по этому признаку обсуждаемая 
последовательность иерархических приближений 
имитирует последовательность оптимальных приближений. 
Последняя отвечает минимально возможным значениям E  
и среднеквадратичного отклонения   приближения от 

изображения ( 23 NE  ), но в общем случае не является 
иерархической. 

Кластеризация пикселей по Уорду выполняется 
посредством итеративного слияния кластеров 2,1 , а 

именно тех, что обеспечивают минимальное приращение 
суммарной квадратичной ошибки mergeE : 

  min2,1:2,1  mergeE , 
где mergeE  выражается через число пикселей 1n , 2n  и 

средние яркости 1I , 2I  в кластерах 2,1  в виде:  

  02,1
2

21
21

21 


 II
nn

nn
Emerge . 

Если при минимизации приращения mergeE  вместо 

всевозможных пар кластеров анализируются только пары 
укрупняемых смежных множеств пикселей, то 
кластеризация переходит в сегментацию, как в модели 
Мамфорда-Шаха [2,14,15], позволяющей повысить 
скорость вычислений по Уорду за счет предварительного 
уменьшения числа обрабатываемых множеств пикселей. 

Для операции merge при вычислениях поддерживается 
обратная операция split разделения кластера, в частности, 
сегмента на два, слиянием которых данный кластер или 
сегмент был получен. При этом приращение splitE  

суммарной квадратичной ошибки E  получается с 
обратным знаком: 

    02,121  mergesplit EE . 

В модели предусмотрено также преобразование 
приближения изображения посредством операции correct 
реклассификации пикселей. В этом случае, при переносе 

3n  пикселей кластера 13 , имеющих среднюю яркость 

3I , из кластера 1  в кластер 2  приращение correctE  

суммарной квадратичной ошибки E  выражается в виде: 

2
13

31

312
23

32

32 II
nn

nn
II

nn

nn
Ecorrect 





 . 

Немаловажной особенностью дихотомической 
иерархии, получаемой методом Уорда или в модели 
Мамфорда-Шаха, является ее неоднозначность, которая 
связана с выраженной повторяемостью минимальных 
значений приращения суммарной квадратичной ошибки, 
особенно на начальных шагах укрупнения кластеров (или 
сегментов). При этом результат итеративных вычислений 
определяется выбором на каждом шаге очередной пары 
объединяемых множеств пикселей из набора равноправных 
вариантов и зависит от порядка их слияния, а изображение 
аппроксимируется многочисленными иерархическими 
последовательностями квазиоптимальных приближений, 

которые описываются переплетающимися выпуклыми 
кривыми (рис. 2). 

 

 
Рис.2. Неоднозначная аппроксимация 

последовательности оптимальных приближений (граничная 
серая кривая) выпуклыми последовательностями 

квазиоптимальных приближений (верхние кривые). 
 
На рис.2 изображены выпуклые графики суммарной 

квадратичной ошибки E  в зависимости от числа кластеров 
g . Из-за неоднозначной аппроксимация оптимальных 
приближений изображения иерархическими 
квазиоптимальными приближениями возникает 
параметризация последних значением числа кластеров 0g , 

при которой кривая для квазиоптимальных приближений 
максимально приближается к кривой для оптимальных 
приближений. Приближение с 0g  кластерами пикселей 

разделяет иерархию объектов с числом кластеров от 1 до 
10 g  от иерархии частей внутри объектов с числом 

кластеров от 0g  до N . Тем самым изображение 

иерархически структурируется в двух масштабах — 
объектов и частей объектов. 

Разделение изображения на 0g  изображений объектов, 

задаваемых кластерами пикселей, определяется тем, что: 
1) последовательность приближений внутри каждого 

объекта как самостоятельного изображения 
описывается выпуклой последовательностью значений 
суммарной квадратичной ошибки E ; 

2) максимальное падение splitE  суммарной 

квадратичной ошибки при разделении надвое любого 
объекта не превышает минимального приращения 

mergeE  при слиянии любой пары объектов в один 

объект: splitmerge EE  maxmin  ; 

3) реклассификация любой части объекта из одного 
объекта в другой не повышает суммарной квадратичной 
ошибки E : 0min correctE . 

 
Выполнение первого условия достигается расчетом 

иерархии частей по Уорду и обеспечивает максимальное 

падение splitE  суммарной квадратичной ошибки при 

разделении каждого объекта надвое. 
Выполнение второго условия поддерживается 

встречным применением операций split и merge в так 
называемом SI-методе [10] и обеспечивает кластеризацию 
объектов при достраивании иерархии объектов до полной 
методом Уорда без нарушения условия выпуклости при 
начальном числе кластеров 0g . 

Третье условие обеспечивается итеративным 
применением операции correct, обеспечивающей 

g
0
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максимальное падение суммарной квадратичной ошибки 

splitE . Указанный метод является уточненной версией 

метода K-средних [1,5] и его обобщением на обработку 
иерархически структурированных кластеров пикселей. 

4. Экспериментальные результаты 

Рисунки 3-6 показывают результаты обработки тестовых 
изображений рис. 1 посредством итеративного слияния 
множеств пикселей. 

На рис. 3-4 приведены результаты сегментации в 
модели сегментации Мамфорда-Шаха для результирующих 
изображений из 2g  и 7g  сегментов различных 
цветов. 

 

  
 

 
Рис. 3. Сегментация в модели Мамфорда-Шаха при 2g  . 

 

  
 

 
Рис. 4. Сегментация в модели Мамфорда-Шаха при 7g  . 
 

Приближения изображений одинаковых объектов при 
2g  сегментах недостаточно детальны (рис. 3), а при 

7g  сегментах выделение объектов плохо предсказуемо 
(рис.4). 

На рис. 5-6 приведены результаты кластеризации по 
Уорду для приближений с кластерами пикселей 20 g  и 

70 g  различных цветов. Под приближениями указаны 

достигнутые значения среднеквадратичного отклонения  , 

связанного с E  соотношением 23 NE  . 

По сравнению с моделью сегментации Мамфорда-
Шаха, метод Уорда кластеризации пикселей обеспечивает 
единообразное детектирование гораздо большего числа 
объектов. Устойчивое выделение объектов достигается при 
различных E  на одном и том же изображении 
(приближения внизу на рис. 5, 6). Этот проверено в 
экспериментах с многочисленными совмещенными 
изображениями стереопар. 
 

  
8211,41                                23170,41  

 
45,16996  

Рис. 5. Результаты кластеризации по Уорду при 0 2g  . 

 

  
24,03546                               24,12308  

 
24,85627  

Рис. 6. Результаты кластеризации по Уорду при 0 7g  . 

 
Для улучшения выделения объектов на отдельных 

изображениях за счет получения близких по E  
приближений (вверху на рис. 5, 6), необходимо развитие 
программной реализации минимизации E  по пунктам 1)-3) 
предыдущего раздела.  

5. Заключение 

Судя по нашему опыту, метод Уорда обеспечивает 
устойчивое выделение на изображении объектов в виде 
близких по усредненным цветам кластеров пикселей, 
которые «видит» компьютер. При этом внедрение метода 
Уорда в практику обработки изображений приводит к 
двухмасштабной модели дихотомической иерархии 
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объектов [8-11], которая поддерживает скоростные 
вычисления с кластерами пикселей и сегментами 
изображения, а также обеспечивает эффект запоминания 
миллионов приближений изображения в RAM. 

В качестве прототипа модели дихотомической 
иерархии объектов рассматривается двухмасштабная 
модель изображения [6,7], основными ограничениями 
которой являются: 
1) на выходе вычисляется единственное разбиение 

исходного изображения; 
2) объекты описываются посредством связных сегментов, 

не объединяемых в кластеры; 
3) анализ множеств пикселей выполняется в паре 

квадратных окошек различного масштаба. 
Указанные ограничения преодолеваются в нашей 

модели [8-11], в которой:  
1) на выходе вычисляются варианты иерархических 

последовательностей квазиоптимальных приближений 
с числом кластеров от 1  до N ; 

2) объекты описываются посредством кластеров 
пикселей и сегментов изображения; 

3) анализ изображения выполняется в адаптивных 
алгоритмах слияния/разделения множеств пикселей. 

 
Смысл модели [8-11] прозрачен и сводится к тому, что 

исходное изображение разбивается на самостоятельные 
иерархически структурированные изображения объектов 
классическим методом Уорда [13,16], но с учетом 
особенностей изображения. При этом нетривиальный 
формализм модели состоит в определении разбиения 
изображения на 0g  объектов и организации расчетов в 

терминах специальной структуры данных динамической 
сети, которая «набрасывается» на пиксели для ускорения 
вычислений и экономии памяти [11]. Для эффективного 
внедрения двухмасштабной модели дихотомической 
иерархии объектов в практику обработки изображений, 
вычисления в терминах динамической сети предполагается 
оформить в виде стандартных утилит обработки, чтобы 
ими пользовались программисты-инженеры, не вдаваясь в 
детали математического описания. 

Для современной теории и практики обработки 
изображений проблема выделения объектов особенно 
актуальна. Возможно, в обозримом будущем ее удастся 
решить на основе отечественных моделей [3,4], [6,7] и [8-
11].  
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