ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ

Лекция 9
Геометрический поиск
Чтобы описать поиск в простейшей абстрактной форме, представим себе, что у нас есть некий набор данных (именуемый файлом) и некоторый новый элемент данных (именуемый образцом). Поиск — это установление связи между образцом и файлом. К вспомогательным, но в принципе не чисто поисковым операциям можно отнести: включение образца в файл, удаление образца из файла, если он был там, и т. п.
Хотя все виды поиска обладают рядом общих базисных черт, его особая геометрическая форма позволяет ставить вопросы со своими неповторимыми нюансами. Во-первых, потому что в геометрических приложениях файлы это не просто «коллекции», как в ряде других областей информатики. Чаще они отображают более сложные структуры, такие как многоугольники, полиэдры и т. п. Хотя случай, скажем, набора отрезков на плоскости выглядит обманчиво бесструктурным, на самом деле каждому отрезку сопоставлены его концы, координаты которых косвенно связаны между собой метрической структурой этой плоскости.

Тот факт, что координаты точек представимы действительными числами, часто ведет к тому, что результатом поиска может оказаться не элемент файла, соответствующий образцу, а скорее положение последнего относительно файла. Это и составляет второе отличие геометрического поиска от обычного.

1. Введение в геометрический поиск
В данной лекции описываются основные методы геометрического поиска. Поисковое сообщение, в соответствии с которым ведется просмотр файла, обычно именуется запросом. От типа файла и от набора допустимых запросов будут сильно зависеть организация первого и алгоритмы обработки последних. Один конкретный пример позволит убедиться, насколько важен этот аспект задачи.

Пусть имеется набор геометрических данных и нужно узнать, обладают ли они определенным свойством (скажем, выпуклостью). В простейшем случае, когда этот вопрос возникает единожды, было расточительством проводить предобработку в надежде ускорить прохождение последующих запросов. Назовем разовый запрос такого типа уникальным. Однако будут и запросы, обработка которых повторяется многократно на том же самом файле. Такие запросы назовем массовыми.
В последнем случае, возможно, стоит расположить информа​цию в соответствии с некоторой структурой, облегчающей поиск. Однако это можно проделать, только затратив некоторый ресурс, и анализ надо сосредоточить на четырёх различных мерах его оценки:

1. Время запроса. Сколько времени необходимо как в сред​нем, так и в худшем случае для ответа на один запрос?

2. Память. Сколько памяти необходимо для структуры данных?

3. Время предобработки. Сколько времени необходимо для организации данных перед поиском?

4. Время корректировки. Указан элемент данных. Сколько времени потребуется на его включение в структуру данных или удаление из нее?

Различные варианты затрат времени запроса, времени предобработки и памяти хорошо продемонстрированы на следующем примере решения задачи регионального поиска [Knuth (1978), т. 3], которая часто возникает в географических приложениях и при управлении базами данных:

Задача П.1 (РЕГИОНАЛЬНЫЙ ПОИСК—ПОДСЧЕT).
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Даны N точек на плоскости. Сколько из них лежит внутри заданного прямоугольника, стороны которого параллельны координатным осям? То есть сколько точек (х, у) удовлетворяют неравенствам а( x ( b,  с (  у (  d для заданных а, b, с и d (рис. 1)?

Рис. 1. Региональный запрос. Сколько точек внутри прямоугольника?
Очевидно, что уникальный региональный запрос может быть обработан (оптимально) за линейное время, так как надо только проверить каждую из N точек, чтобы увидеть, удовлетворяет ли она неравенствам, задающим прямоугольник. Аналогично необходима линейная затрата памяти, так как следует запомнить только 2N координат. Нет никаких затрат на предобработку, а время корректировки для новой точки равно константе. Какую структуру данных можно использовать для ускорения обработки массовых запросов? Кажется, что слишком трудно найти такое упорядочение точек, чтобы любой новый прямоугольник мог быть легко с ним согласован. Мы не можем также решить эту задачу наперед для всех возможных прямоугольников, так как их число бесконечно. Следующее решение является примером использования метода локусов в геометрических задачах.
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Прямоугольник сам по себе — неудобный объект; мы предпочитаем работать с точками. Это означает, например, что можно заменить запрос с прямоугольником четырьмя подзадачами, по одной на каждую из его вершин, и совместить их решения для получения окончательного ответа. В этом случае подзадача, связанная с вершиной р, состоит в определении числа точек Q(p) исходного множества, которые удовлетворяют неравен​ствам х( х(р) и у( у{р), т.е. числа точек в левом нижнем квадранте, определяемом вершиной р (рис.2).

Рис. 2. Сколько точек «юго-западнее» р?

Понятие, с которым мы встретились здесь, — это векторное доминирование. Говорят, что точка (век​тор) v доминирует над w, тогда и только тогда, когда для всех индексов i верно условие vi<= wi. На плоскости точка v доми​нирует над w тогда и только тогда, когда w лежит в левом нижнем квадранте, определяемом v. Итак, Q(p)—число точек, над которыми доминирует р. Связь между доминированием и региональным поиском видна на рис. 3. Число точек N(p1p2p3p4) в прямоугольнике p1p2p3p4 определяется следующим образом:

N (p1p2p3p4) = Q (p1)  - Q (p2) - Q (p4) + Q (p3).
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Итак, задача региональ​ного поиска сведена к зада​че обработки запросов о до​минировании для четырех точек. Свойство, облегчающее эти запросы, заключается в том, что на плоскости существуют области удобной формы, внутри которых число доминирования Q является константой.

Рис. 3. Региональный поиск в форме четырех запросов о доминировании

Предположим, что из наших точек на оси x и y опущены перпендикуляры, а полученные линии продолжены в бесконеч​ность. Они создают решетку из (N + 1)2 прямоугольников, как показано на рис.4.
Рис. 4. Прямоугольная решетка для доминантного поиска [image: image4.png]Rl Rl Rl Rl Rl ]
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Для всех точек р в любом из таких прямоугольников (ячеек) Q(p)—константа. Это означает, что доминантный поиск есть просто ответ на вопрос: в какой ячейке прямоугольной решетки лежит заданная точка? На этот вопрос особенно легко ответить. После упорядочения исходных точек по обеим координатам останется только выполнить два двоичных поиска (по одному для каждой оси), чтобы найти ячейку, содержащую нашу точку. Значит, время запроса будет равным только O(logN). К сожалению, имеется O(N2) ячеек, поэтому будет нужна квадратичная память. Нужно, конечно, вычислить число доминирования для каждой ячейки. Это можно легко проделать для любой из ячеек за время О(N), что приводит к общей затрате времени O(N3) на предобработку; однако для менее наивного подхода время предобработки можно снизить до O(N2). 

Таблица I
Запрос
Память
Предобработка
Примечание

0(log N)
0(N2)
0(N2)
Изложенный ме​тод

0(log2 N)
0(N log N)
0(N log N)
Bentley, Shamos (1977)

0(N)
0(N)
0(N)
Без предобра​ботки

Если кто-то сочтет затраты памяти и времени на предобра​ботку для вышеизложенного метода чрезмерными, то он может исследовать другие подходы. Обычно эти исследования демон​стрируют общее правило, известное из практики построения алгоритмов, а именно взаимозависимость между различными мерами эффективности. Задача регионального поиска не составляет исключения; в таблице I показаны затраты при ком​бинировании ресурсов.
Из предыдущих рассуждений вытекают две главные модели для задач геометрического поиска:

1. Задачи локализации, когда файл представляет собой разбиение геометрического пространства на области, а запрос явля​ется точкой. Локализация состоит в определении области, содер​жащей запрошенную точку.

2. Задачи регионального поиска, когда файл содержит набор точек пространства, а запрос есть некая стандартная гео​метрическая фигура, произвольно перемещаемая в этом пространстве (типичный запрос в 3-мерном пространстве это шар или брус). Региональный поиск состоит в извлечении (задачи отчета) или в подсчете числа (задачи подсчета) всех точек внутри запросного региона (области).

2. Задачи локализации точки

2.1 Простые случаи

Задачи локализации точки можно также с полным основанием назвать задачами о принадлежности точки. В самом деле, утверждение «точка р лежит в области R» синонимично утверждению «точка р принадлежит области R». Трудоемкость решения этой задачи, безусловно, будет существенно зависеть от природы пространства и от способа его разбиения.

Задача П.2 (ПРИНАДЛЕЖНОСТЬ МНОГОУГОЛЬНИКУ).
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Даны простой многоугольник Р и точка z; определить, находит​ся ли z внутри Р. Продемонстрируем ее решение для случая уникального запроса:

Рис. 5. Решение задачи о принадлежности точки простому многоугольнику при уникальном запросе. Есть только одно пересечение Р линией l слева от z, поэтому z внутри многоугольника.

Проведем через точку z горизонталь l (рис. 5). Если l не пересекает Р, то z — внешняя точка. Поэтому пусть l пересекает Р, и рассмотрим вначале слу​чай, когда l не проходит ни через одну из вершин Р. Пусть L — число точек пересечения l с границей Р слева от z. Поскольку Р ограничен, левый конец l лежит вне Р. Будем двигаться вдоль l от -( направо вплоть до z. На самом левом пересечении l с границей Р мы попадем внутрь Р, на следующем пересечении выйдем наружу и т. д. Поэтому z лежит внутри тогда и только тогда, когда L нечетно. Теперь рассмотрим вырожденный слу​чай, когда l проходит через вершины Р. Бесконечно малый по​ворот l вокруг z против часовой стрелки не изменит классифи​кации (внутри/вне) точки z, но устранит вырожденность. Итак, вообразив реализацию этого бесконечно малого поворота, мы увидим: если обе вершины ребра принадлежат l, то это ребро следует отбросить; если же ровно одна вершина ребра лежит на l, то пересечение будет учтено, когда эта вершина с большой ординатой, и игнорируется в противном случае. Резюмируя, по​лучаем следующий алгоритм:

begin
L:=0;
for i := 1 until N do

if ребро (i) не горизонтально then

if (ребро (i) пересекает l или касается l нижним концом слева от z)
then L:=L+ 1;
if (L нечетно)   then z внутри
else  z снаружи
end.
Очевидно, что этот простой алгоритм выполняется за время O(N).
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Для массовых запросов сначала рассмотрим случаи, когда Р — выпуклый многоугольник. Предлагаемый метод использует выпуклость Р, а именно свойство, что вершины выпуклого мно​гоугольника упорядочены по полярным углам относительно лю​бой внутренней точки. Такую точку q можно легко найти; на​пример, можно взять центр масс (центроид) треугольника, об​разованного любой тройкой вершин Р. Теперь рассмотрим N лу​чей, исходящих из точки q и проходящих через вершины мно​гоугольника Р (рис. 6).

Рис. 6. Разбиение на клинья для задачи о принадлежности выпуклому многоугольнику:
1. Двоичным поиском находим, что г лежит в клине p1p2.

2. Определяя, по какую сторону ребра р1р2 лежит z, находим, что z сна​ружи.

Эти лучи разбивают плоскость на N клиньев. Каждый клин разбит на две части одним из ребер Р. Одна из этих частей ле​жит целиком внутри Р, другая—целиком снаружи. Считая q началом полярных координат, мы можем отыскать тот клин, где лежит точка z, проведя один раз двоичный поиск, поскольку лучи следуют в порядке возрастания их углов. После нахожде​ния клина остается только сравнить z с тем единственным реб​ром из Р, которое разрезает этот клин, и решить, лежит ли z внутри Р.
Предобработка в вышеописанном способе решения состоит в поиске q как центра масс трех вершин из Р и размещении вер​шин р1, р2, ..., рN в структуре данных, пригодной для двоич​ного поиска (например, в векторе). Очевидно, это можно про​делать за время 0(N) для заданной последовательности р1, р2, ..., рN. Теперь сосредоточим внимание на процедуре поиска:
Процедура ПРИНАДЛЕЖНОСТЬ ВЫПУКЛОМУ МНОГО​УГОЛЬНИКУ

1. Дана пробная точка z. Определяем методом двоичного по​иска клин, в котором она лежит. Точка z лежит между луча​ми, определяемыми pi и pi+1, тогда и только тогда, когда угол (zqpi+1) положительный, а угол (zqpi) отрицательный.

2. Если pi и pi+1 найдены, то z — внутренняя точка тогда и только тогда, когда угол (pipi+1z) отрицательный.
Время ответа на запрос о принадлежности точ​ки выпуклому N-угольнику равно О(log N) при затрате O(N) памяти и O(N) времени на предварительную обработку.
Какое же свойство выпуклого многоугольника позволяет про​вести быстрый поиск? Чтобы можно было применить двоичный поиск, вершины должны быть упорядочены по углу относитель​но некоторой точки. Очевидно, что выпуклость является только достаточным условием обладания этим свойством. На самом же деле существует более обширный класс простых, многоугольни​ков, включающий в себя и выпуклые многоугольники, который   обладает   этим свойством: это класс звезд​ных многоугольников. Действительно, звездный многоугольник Р (рис. 7) содержит по мень​шей мере одну точку q та​кую, что отрезок qpi лежит [image: image7.png]


целиком внутри многоуголь​ника Р для любой вершины pi  из Р, i = 1, .... N.

Рис. 7. Звездный многоугольник.

Для определения принад​лежности точки звездному многоугольнику можно непосредственно использовать предыду​щий алгоритм, если найден соответствующий центр q, служа​щий основой поиска. Множество подходящих центров внутри называется ядром Р. Построение ядра простого N-угольника лежит за рамками этой лекции; укажем только, что ядро может быть найдено за время О(N). А сейчас предположим, что ядро Р известно (и непусто); по​этому можно выбрать центр, относительно которого строятся клинья, необходимые для поиска. Получаем аналогичные результаты, т.е. что время ответа на запрос о принадлежности точ​ки звёздному N-угольнику равно О(log N) при затрате O(N) памяти и O(N) времени на предварительную обработку.

Теперь можно обратить внимание на простые многоугольни​ки общего вида, которые будем называть обыкновенными. Су​ществует иерархия свойств, строго упорядоченная отношением «быть подмножеством»:

ВЫПУКЛОСТЬ(ЗВЁЗНОСТЬ(ОБЫКНОВЕННОСТЬ.
Мы только что видели, что задача о принадлежности звездному многоугольнику асимптотически ничуть не сложнее задачи о принадлежности выпуклому многоугольнику. Но что можно сказать об обыкновенном случае? Один из подходов к этой за​даче подсказан тем, что каждый простой многоугольник есть объединение некоторого числа многоугольников специального вида — таких, как звездные или выпуклые, или в конечном итоге треугольников. К сожалению, минимальная мощность А такой де​композиции может сама оказаться равной O(N). Поэтому дан​ный подход сводится к преобразованию простого N-угольника в N-вершинный плоский граф. В связи с этим кажется, что задача принадлежности обыкновенному простому многоугольнику не легче, чем, по-видимому, более общая задача о локализации точки в планарном подразбиении, хотя и неизвестно доказатель​ство их эквивалентности. Поэтому мы расскажем о по​следней из этих задач.

2.2 Локализация точки на планарном подразбиении.

Планарный граф - это граф, который всегда может быть уложен на плоскости так, что его ребра перейдут в прямолинейные отрезки. Графы, уложенные подобным образом, будут называться плоскими прямолинейными графами (ППЛГ). Любой ППЛГ определяет, вообще говоря, подразбиение плоскости; если в ППЛГ нет вершин со степенью <2, то можно непосредственно убедиться в том, что все ограниченные области этого подразбиения — простые многоугольники. Без потери общ​ности здесь и далее граф предполагается связным. Рассмотрим один из методов поиска в такой структуре.

Метод полос.

Пусть задан ППЛГ G. Проведем горизонтальные прямые через каждую его вершину, как показано на рис. 8. Они разделяют плоскость на N + 1 горизонтальных полос. Если провести сортировку этих полос по координате у как часть предобработки, то появится возможность найти ту полосу, в которой лежит пробная точка z, за время O(log N). 

Теперь рассмотрим пересечение одной из полос с графом G. Оно состоит из отрезков ребер графа G. Эти отрезки определяют трапеции (которые, очевидно, могут вырождаться в треугольники). Поскольку G есть плоская укладка планарного графа, то его ребра пересекаются между собой только в вершинах, а так как каждая вершина лежит на границе полосы, то отрезки ребер внутри полос не пересекаются (рис. 9).
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Поэтому данные отрезки можно полностью упорядочить сле​ва направо и использовать двоичный поиск для определения той трапеции, в которую попала точка z, потратив на это O(logN) времени. Отсюда получаем оценку времени запроса для худ​шего случая, равную O(logN).
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Рис. 8. Вершины ППЛГ определяют горизонтальные полосы.
Рис. 9. Отрезки рёбер графа внутри полосы не пересекаются.

Предобработка и запоминание ППЛГ занимают О(N2) времени,  а затраты памяти составляют O(N2).
3. Задачи регионального поиска

Как было показано в разд.1, задачи регионального поиска можно рассматривать как двойственные, в определенном смысле, к задачам локализации точки, которые уже были рассмотрены.
Здесь файлом будет считаться набор записей, каждая из ко​торых идентифицирована упорядоченным d-плексом «ключей» (x1, x2, ..., xd). Естественно считать d-плекс ключей точкой в d-мерном декартовом пространстве. На таком файле можно до​пустить некоторые действия пользователя, или запросы. Одна​ко в данном контексте мы будем иметь дело исключительно с региональными запросами. Запрос определяет область (регион) в d-мерном пространстве, а результатом поиска является отчет о подмножестве точек файла, содержащихся в этой запрашивае​мой области. Другой, более ограниченной целью поиска явля​ется простой подсчет числа точек в запрашиваемой области.

Представление в декартовом пространстве является абстрак​цией для множества очень важных приложений, часто именуемых «поиском по многим ключам» [Knuth (1973), v. 3]. Напри​мер, отдел кадров компании может пожелать узнать число ра​ботников в возрасте от 30 до 40 лет, зарабатывающих от 27 000 до 34 500 долларов в год. Помимо данного выдуманного примера приложения подобного рода возникают в географии, статистике [Loftsgaarden, Queensberry (1965)] и автоматизации проектиро​вания [Lauther (1978)].
Возвращаясь к нашей абстрактной задаче, заметим, что за​просы уникального типа не представляют интереса, ибо их обра​ботка непременно сведется к какому-нибудь виду исчерпываю​щего перебора в пространстве. Поэтому обычно рассматривают  мас​совые запросы, и для них уже потребуются изначальные затраты на предобработку и запоминание, чтобы в долгосрочном плане по​лучать выигрыш во времени поиска. В этом смысле хотелось бы в качестве ко​нечной цели иметь решение данной задачи в ее самом ши​роком обобщении, т. е. умение работать в пространстве произ​вольной размерности и на множестве произвольных областей запроса как по форме, так и по размеру. В то время как вопрос о размерности пространства можно адекватно разрешить (за определенную вычислительную плату, разумеется), к сожале​нию, большая часть того, что известно сегодня относительно природы запроса, связано с гиперпрямоугольными областями. (Гиперпрямоугольная область—это декартово произведение ин​тервалов на различных координатных осях). 

В качестве примера решения задач регионального поиска рассмотрим следующий метод. Предполагаем, что файл является фиксированным набором S из N записей. Ответом на запрос является S/  подмножество  S. 

Метод многомерного двоичного дерева (k-D-дерева)

Прежде всего рассмотрим простейший случай задачи, т.е. для d = 2, а после обобщим его на произвольное число измерений. В таком случае файл - это набор из N точек, лежащих на плоскости (х, у). Основой этого метода является последовательное разрезание региона (неважно, конечного или бесконечного) на две части. В случае двух измерений всю плоскость можно считать бесконеч​ным прямоугольником, который будет разрезан сначала на две полуплоскости прямой, параллельной одной из осей, скажем оси у. Затем каждая из этих полуплоскостей может разрезаться еще раз прямой, параллельной оси х, и т. д., меняя на каждом шаге направление разрезающей линии, например от х к у. Разрезающие линии выбираются таким образом, чтобы по каждую сторону от разреза получалось приблизительно равное число элементов (точек).
Более строго, назовем (обобщенным) прямоугольником такую область на плоскости, которая определена декартовым произве​дением [x1, x2]([y1, y2] x-интервала [х1, х2] и y-интервала [y1,y2], включая предельные случаи, когда, в любой комбинации допу​скается: х1 =--(, х2 = (, у1=--(, у2 = (. Поэтому мы бу​дем считать прямоугольниками также неограниченные (с одной или двух сторон) полосы, любой квадрант, или даже всю пло​скость.

Процесс разбиения S путем разрезания плоскости лучше всего иллюстрировать в сочетании с построением двумерного двоичного дерева Т. С каждым о узлом T мы неявно связываем прямоугольник R(v) и подмножество S(v) ( S точек, лежащих внутри R(v); явно же, т.е. как фак​тические параметры этой структуры данных, свяжем с v одну из​бранную точку P(v) из S(v) и «секущую прямую» l(v), проходя​щую через Р(v) и параллельную одной из координатных осей.
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Этот процесс начинается с определения корня Т. С R(корень) соотносится вся плоскость, и полагается, что S(корень) = S; за​тем определяется точка р ( S, такая что х(р) —медиана мно​жества абсцисс точек из S(корень), и полагается, что Р(ко​рень) = р, а с l(корень) соотносится прямая с уравнением х = х(р). Точка р разбивает S на два множества приблизи​тельно равной мощности, назначенных потомкам корня. Процесс дробления прекращается, когда обнаружен прямоугольник, не содержащий внутри точек; соответствующий ему узел является листом дерева Т.

Рис. 10. Иллюстрация метода поиска с помощью двумерного двоичного дерева. Разбиение плоскости (а) моделируется деревом (b). Поиск начи​нается с проведения вертикали через p6. На рис. (b) приняты следующие графические обозначения: круглые узлы соответствуют вертикальным раз​резам, квадратные — горизонтальным, точки — листьям дерева.

Данный метод проиллюстрирован на примере с рис. 10 для множества из N = 11 точек. Узлы трех разных типов обозначе​ны различными графическими символами: кружками — нелистовые узлы с вертикальной линией разреза, квадратами — нелистовые узлы с горизонтальной линией разреза, точками — ли​стья. Такая структура данных часто называется 2-D-деревом (аббревиатура выражения «двумерное двоичное дерево поиска»).
Изучим теперь использование структуры данных типа 2-D-дерева для регионального поиска. Алгоритмической схемой будет метод «разделяй и властвуй» в чистом виде. Действитель​но, рассмотрим взаимное расположение прямоугольной области R(v), связанной с v узлом Т, и некоего прямоугольного регио​на D такого, что R(v) и D имеют непустое пересечение. Область R(v) разрезана на два прямоугольника R1 и R2 прямой l(v), проходящей через Р(v). Если D(R(v) полностью содержится в Ri (i = 1, 2), то поиск продолжается с единственной парой типа (область, регион), а именно с (Ri, D). Если же область D(R(v) разрезана прямой l(v), то l(v) имеет непустое пересе​чение с D, а значит, D может содержать P(v). Поэтому сначала проверим, находится ли P(v) внутри D, и если да, то поместим эту точку в выбираемое множество; затем продолжим поиск с двумя парами типа (область, регион), а именно с (R1, D) и (R2,D). Этот процесс поиска прекращается при достижении лю​бого листа. 

Более строго любой узел v дерева T характеризуется трой​кой параметров (P(v), t(v), M(v)). Точка P(v) уже была опре​делена. Два других параметра вместе определяют прямую l(v), а именно t(v) определяет горизонтальность или вертикальность l(v); в первом случае l(v) —это прямая у = M(v) (здесь M(v) = y(P(v)) ), во втором случае—это прямая x=M(v) (здесь M(v) = x(P(v)) ). Данный алгоритм накапли​вает выбираемые точки в списке U — внешнем по отношению к процедуре и первоначально пустом. Обозначая через D = [x1,x2]X[y1,y2] запросный регион, получаем, что поиск на дереве Т осуществляется вызовом процедуры ПОИСК (ко​рень (T),D),  имеющей следующее описание:

procedure ПОИСК(v, D);
begin 
if (t(v) = вертикаль) then [l,r] := [x1,x2];

  else  [l,r] := [y1,y2];
if (l(M(v)(r) then if (P(v) ( D) then U ( P(v); 

if(v ( лист) then
begin
if (l<M(v)) then ПОИСК(ЛСЫН[v],D);

if (M(v)<r) then ПОИСК(ПСЫН[v],D) 
end 

end.
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На рис. 11 (а) показан пример регионального поиска для файла, приведенного на рис. 10 (а). В частности, на рис. 11(b) показан обход узлов T, осуществленный описанной выше проце​дурой поиска. Заметим, что только в тех узлах, где поисковый обход раздваивается (таких, как р6, p3, p4, p2 p10, p7, p8), произ​водится проверка принадлежности точки региону. Звездочкой (*) помечены те узлы, в которых такая проверка успешна, и соответствующая точка выбрана. Фактически выбранное множе​ство — это {pЗ, p4, p8}. 
Рис. 11. Пример регионального поиска на ранее заданном файле. Часть (b) показывает узлы, фактически пройденные при поиске.
С точки зрения оценки сложности 2-D-дерево использует оп​тимальную память O(N) (по узлу на точку из S). Кроме того, его можно построить за оптимальное время O(N log N). Анализ времени запроса для худшего случая намного более сложен; для файла мощности N в худшем случае время запроса составит О((N), даже если выбранное множе​ство окажется пустым.
Обобщение вышеописанного метода на случай d измерений получается непосредственно. Здесь мы будем работать с секущи​ми гиперплоскостями, ортогональными координатным осям, а все, что необходимо определить, — это критерий, по которому следует выбирать ориентации этих секущих гиперплоскостей. Если координаты обозначены через х1, х2, ..., xd, то одним из возможных критериев будет циклический сдвиг на последова​тельности (1, 2, ..., d) индексов координат. Результирующее разбиение d-мерного пространства моделируется двоичным де​ревом с N узлами, которое называется многомерным двоичным деревом или k-D-деревом. Анализ эффективности также можно обобщить на случай d измерений. Подведем итоги в следующей теореме:
Теорема. С помощью метода k-D-дерева региональный поиск на d-мерном множестве (при d( 2) из N точек можно провести за время O(dNl-1/d + k} с использованием ((dN) па​мяти, если затратить ( (dN log N) времени на предобработку. 
