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Àííîòàöèÿ

Â ñòàòüå îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü íåÿâ-
íûå ïîâåðõíîñòè äëÿ âèçóàëèçàöèè ñèëîâûõ ëèíèé âåê-
òîðíîãî ïîëÿ è ïðèìåíÿòü èåðàðõè÷åñêîå ðàçáèåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà äëÿ ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííîãî
ìåòîäà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ìåòî-
äà ïîòîêà øàðîâ. Îïèñûâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ
ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ èçîáðàæåíèÿ íåÿâíîé ïîâåðõíîñòè
ïðèìåíèòåëüíî ê äàííîìó ìåòîäó è äàåòñÿ èõ ñðàâíè-
òåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà. Ñîçäàííûé ìåòîä èëëþñòðèðó-
åòñÿ ïðèìåðàìè âèçóàëèçàöèè ýòàëîííûõ âåêòîðíûõ ïî-
ëåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèëîâûå ëèíèè, íåÿâíûå ïîâåðõíî-
ñòè, âåêòîðíûå ïîëÿ, îêòàíòíûå äåðåâüÿ, òðèàíãóëÿöèÿ

1 Ââåäåíèå

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ ïðîöåññîâ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè àíà-
ëèçèðîâàòü íåñòàöèîíàðíûå òðåõìåðíûå âåêòîðíûå ïî-
ëÿ, ñòðóêòóðà êîòîðûõ àïðèîðè íåèçâåñòíà. Âûñîêàÿ òî÷-
íîñòü âû÷èñëåíèé, íåîáõîäèìàÿ äëÿ òàêèõ èññëåäîâàíèé,
ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ðàçìåðîâ ñåòîê,. èñïîëüçóåìûõ
ïðè ìîäåëèðîâàíèè. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî
îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü íåïîñðåäñòâåííîãî àíàëèçà ÷èñ-
ëåííûõ ðåçóëüòàòîâ, ÷òî è âûâîäèò íà ïåðâûé ïëàí ãðà-
ôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ, ò.å. âèçóàëèçàöèþ, êàê
íåîáõîäèìûé ýòàï âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïîíè-
ìàíèå ýòîãî ôàêòà â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå âûçâàëî áóð-
íîå ðàçâèòèå ýòîãî ñïåöèàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ êîìïüþ-
òåðíîé ãðàôèêè.
Âèçóàëèçàöèÿ òðåõìåðíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ïðåäñòàâ-

ëÿåò íàèáîëüøèé èíòåðåñ äëÿ ñîâðåìåííîãî èññëåäîâà-
òåëÿ, ïîñêîëüêó ñ ðàçâèòèåì âîçìîæíîñòåé âû÷èñëè-
òåëüíîé òåõíèêè, èìåííî ýòè çàäà÷è èìåþò íàèáîëü-
øóþ ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü. Îäíàêî âèçóàëèçàöèÿ òðåõ-
ìåðíûõ äàííûõ íàòàëêèâàåòñÿ íà ðÿä ïðèíöèïèàëüíûõ
òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ êàê ñ îïðåäåëåííûìè íåäîñòàòêà-
ìè âîñïðîèçâîäÿùåé òåõíèêè, òàê è ñ îòñóòñòâèåì ó ÷å-
ëîâåêà âîçìîæíîñòè íåïîñðåäñòâåííî âîñïðèíèìàòü ïðî-
ñòðàíñòâåííûå äàííûå. Äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé ïðîáëåìû
â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáàòûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå óñòðîé-
ñòâà äëÿ ñîçäàíèÿ ñòåðåîèçîáðàæåíèé è îáúåìíûõ èçîá-
ðàæåíèé. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ âòîðîé ïðîáëåìû â ðàìêàõ
òðàäèöèîííîé òðåõìåðíîé êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè áûë
ðàçðàáîòàí ðÿä ìåòîäîâ òèïà ïåðñïåêòèâíîãî ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ è ðåàëèñòè÷íûõ ìîäåëåé îñâåùåííîñòè. Îäíà-
êî äëÿ èçîáðàæåíèÿ âåêòîðíûõ äàííûõ âûøåîïèñàí-
íûõ ïîäõîäîâ íåäîñòàòî÷íî, ïîñêîëüêó ÷åëîâåê ñïîñîáåí
íåïîñðåäñòâåííî âîñïðèíèìàòü èíôîðìàöèþ î íàïðàâëå-
íèè ëèøü ñ ïîìîùüþ ãðàíèö ÷åãî-ëèáî, äà è òî ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïîâîðîòà íà 180 ãðàäóñîâ.

�Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëî-

ìîíîñîâà. Ôàêóëüòåò Âû÷èñëèòåëüíîé Ìàòåìàòèêè è Êèáåð-

íåòèêè

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äëÿ âèçóàëèçàöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ
íåîáõîäèìî èçîáðàæàòü ñàìî ïîëå, à íå ñâÿçàííûå ñ íèì
ñêàëÿðíûå ïîëÿ òèïà ïëîòíîñòè [3] èëè ðàçëè÷íûå ïà-
ðàìåòðè÷åñêèå îáúåêòû [2], ìåòîäû òðåõìåðíîé âèçóàëè-
çàöèè ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà. Ïåðâûé
êëàññ èñïîëüçóåò ïðîñòðàíñòâåííûå îáúåêòû äëÿ ñîçäà-
íèÿ ãðàíèö. Ê ýòîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ ïðåæäå âñåãî ìå-
òîäû, èçîáðàæàþùèå îáúåêòû, êàñàòåëüíûå â êàêîì-òî
ñìûñëå ê ïîëþ â òî÷êå èõ ðàñïîëîæåíèÿ. Òàêèìè îáúåê-
òàìè ìîãóò áûòü êîíè÷åñêèå îáúåêòû, îñü êîòîðûõ íà-
ïðàâëåíà ïî êàñàòåëüíîé, ñèëîâûå ëèíèè (êðèâûå, êàñà-
òåëüíûå ê ïîëþ â êàæäîé òî÷êå), ñèëîâûå ïîëîñû è ïî-
âåðõíîñòè [7], ðàçìûòûå ýëëèïñîèäû, ëåæàùèå â ïëîñêî-
ñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ãðàäèåíòó ïîëÿ, ãëàâíàÿ îñü íàè-
áîëüøåãî ðàäèóñà êîòîðûõ îðèåíòèðîâàíà ïî êàñàòåëü-
íîé [4] è ò.ä. . Ê äîñòîèíñòâàì ýòèõ ìåòîäîâ îòíîñèòñÿ
èõ îòíîñèòåëüíàÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîñòîòà è âîçìîæ-
íîñòü ëåãêîãî âîñïðèÿòèÿ ïîëó÷àåìîãî èçîáðàæåíèÿ ÷å-
ðåç ôèçè÷åñêèå àíàëîãè ïîâåäåíèÿ îáúåêòîâ â òå÷åíè-
ÿõ, îïðåäåëÿåìûõ èçîáðàæàåìûì ïîëåì. Âòîðîé êëàññ
ñîäåðæèò ìåòîäû, ñîçäàþùèå èëëþçèþ ãðàíèö áåç ðàç-
ìåùåíèÿ ðåàëüíûõ îáúåêòîâ, ïðèâÿçàííûõ ê îáëàñòè çà-
äàíèÿ ïîëÿ. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå êëàññè÷åñêèì ïðèìå-
ðîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñâåðòêè øóìà âäîëü
èíòåãðàëüíûõ ëèíèé [5]. Ïðåèìóùåñòâàìè ìåòîäîâ ýòîãî
êëàññà ÿâëÿþòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî îäíîâðåìåííî èçîá-
ðàæàåìîé èíôîðìàöèè è îäèíàêîâàÿ ýôôåêòèâíîñòü äëÿ
ëþáûõ òèïîâ èçîáðàæàåìûõ ïîëåé.
Îáñóæäàåìûé â ðàìêàõ äàííîé ñòàòüè ìåòîä èçîáðà-

æåíèÿ ñ ïîìîùüþ íåÿâíûõ ïîâåðõíîñòåé îòíîñèòñÿ ê ïåð-
âîìó êëàññó è ïðèìå÷àòåëåí òåì ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî
ìîäåëèðîâàòü áîëüøèíñòâî ýôôåêòîâ, ïðèñóùèõ ìåòî-
äàì ýòîãî òèïà. Çà ïîäîáíóþ ãèáêîñòü ïðèõîäèòñÿ ïëà-
òèòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ, è ïîýòîìó îñîáîå âíèìàíèå
íåîáõîäèìî óäåëÿòü ñïîñîáàì óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé.
Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå îðãàíèçîâàíî ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Âî âòîðîé ÷àñòè ôîðìóëèðóåòñÿ ìåòîä èçîáðàæå-
íèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ ïîìîùüþ íåÿâíûõ ïîâåðõíîñòåé.
Â òðåòüåé ÷àñòè èçëàãàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èçîáðàæå-
íèé íåÿâíîé ïîâåðõíîñòè. Ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ ïðèìå-
íåíèå èåðàðõè÷åñêîãî ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà äëÿ óñêî-
ðåíèÿ ïðîöåññà âû÷èñëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ôóíêöèè.
Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè îïèñûâàþòñÿ îñîáåííîñòè ïðî-
ãðàììíîé ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà.

2 Âèçóàëèçàöèÿ ñ ïîìîùüþ íåÿâíûõ ïî-

âåðõíîñòåé

Ïðè íåïîñðåäñòâåííîì àíàëèçå âåêòîðíîãî ïîëÿ îñíîâíîå
âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èçîáðàæåíèþ âåëè÷èíû è íàïðàâëå-
íèÿ âåêòîðîâ ýòîãî ïîëÿ. Äëÿ ýòîãî â îáëàñòè åãî çàäà-
íèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû, êàñàòåëü-
íûå ê ïîëþ â òî÷êàõ ñâîåãî ðàñïîëîæåíèÿ. Âàæíûì ïðè-
ìåðîì òàêèõ îáúåêòîâ ÿâëÿþòñÿ ñèëîâûå ëèíèè, ò.å. ëè-
íèè, êàñàòåëüíàÿ ê êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå (r) ñîâïàäàåò

ïî íàïðàâëåíèþ ñ âåêòîðîì ïîëÿ W(r). Äèôôåðåíöèàë
ðàäèóñà-âåêòîðà âäîëü òàêîé êðèâîé â êàæäîé òî÷êå óäî-
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âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ dr�W (r) = 0. Èçîáðàæåíèå ýòèõ
ëèíèé ìîæåò äàòü ïðåäñòàâëåíèå î ñòðóêòóðå ïîëÿ åùå è
ïîòîìó, ÷òî îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òðàåêòîðèè äâèæå-
íèÿ ÷àñòèö â ïîëå ñêîðîñòåé, ðàâíîì çàäàííîìó.
Ñèëîâàÿ ëèíèÿ r (u), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òîêó r0 ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè�
d
du
r (u) =W (r (u))
r (0) = r0

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ýòîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê rk ëåæàùèõ íà èñêîìîé
êðèâîé. Ïðè ýòîì, ñàìà êðèâàÿ ìîæåò áûòü àïïðîêñè-
ìèðîâàíà ëîìàíîé, ïîëó÷àþùåéñÿ ïóòåì ñîåäèíåíèÿ çâå-
íüÿìè ïîñëåäîâàòåëüíûõ øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòà ëî-
ìàíàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåõìåðíûé îáúåêò, êîòîðûé
íåîáõîäèìî ñïðîåêòèðîâàòü íà êàðòèííóþ ïëîñêîñòü äëÿ
ïîëó÷åíèÿ èçîáðàæåíèÿ. Ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ ïðîåêòèðî-
âàíèÿ âûðîæäåíà, îíà ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåîäíîçíà÷íî-
ñòè âîñïðèÿòèÿ. Ïîýòîìó êà÷åñòâåííîå èçîáðàæåíèå ýòîé
ëîìàíîé ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííóþ òðóäíîñòü.
Âàæíåéøàÿ èíôîðìàöèÿ î òðåõìåðíîñòè èçîáðàæåí-

íîãî íà ïëîñêîñòè îáúåêòà ïîëó÷àåòñÿ çà ñ÷åò èñïîëü-
çîâàíèÿ ðåàëèñòè÷íûõ ìîäåëåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà.
Ìîäåëü îòðàæåíèÿ Ôîíãà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî èñ-
ïîëüçóåìûì êîìïðîìèññîì ìåæäó ñëîæíîñòüþ âû÷èñëå-
íèé è ðåàëèçìîì èçîáðàæåíèÿ. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè
èñòî÷íèêè ñâåòà ïðåäïîëàãàþòñÿ òî÷å÷íûìè, à íàèáîëåå
âàæíûå êîìïîíåíòû, îïðåäåëÿþùèå îòðàæåíèå, àïïðîê-
ñèìèðóþòñÿ ïðîñòûìè âûðàæåíèÿìè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ýòîé ìîäåëüþ, äëÿ ðàñ÷åòà îñâåùåííîñòè òðåáóåòñÿ çàäà-
íèå íîðìàëè. Äëÿ êðèâîé, êîðàçìåðíîñòü êîòîðîé ðàâ-
íà äâóì, îäíîçíà÷íîå îïðåäåëåíèå íîðìàëè íå âîçìîæ-
íî. Ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû ëåæèò â èçîáðàæåíèè âìå-
ñòî êðèâîé òîíêîé ïîëèãîíàëüíîé òðóáêè, ÿ÷åéêè êîòî-
ðîé îòîáðàæàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè ñðåäñòâàìè.
Ê ñîæàëåíèþ ó ýòîãî ìåòîäà åñòü ðÿä íåäîñòàòêîâ. Âî-

ïåðâûõ, ïðè ïîñòðîåíèè òàêîé òðóáêè íåîáõîäèìî ñïå-
öèàëüíî ñëåäèòü çà òåì, ÷òîáû îíà èìåëà ïîñòîÿííóþ
òîëùèíó è íå ïåðåêðó÷èâàëèñü. Âî-âòîðûõ, åñëè ñèëîâûå
ëèíèè áóäóò ðàñïîëîæåíû ñëèøêîì áëèçêî, òî èõ òðóáêè
áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ, ÷òî ìîæåò âûçâàòü äîïîëíèòåëüíóþ
ñëîæíîñòü ïðè èçîáðàæåíèè. Íàêîíåö, ýòîò ìåòîä ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàí òîëüêî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñèëîâûõ ëè-
íèé, íî íå ñèëîâûõ ïîâåðõíîñòåé èëè ïîëîñ.
Àëüòåðíàòèâîé ïîñòðîåíèþ òàêèõ òðóáîê ÿâëÿåòñÿ èñ-

ïîëüçîâàíèå íåÿâíûõ ïîâåðõíîñòåé, ò.å. ïîâåðõíîñòåé çà-
äàííûõ óðàâíåíèåì F (r) = 0 [6]. Ñ èõ ïîìîùüþ âîçìîæíî
èçîáðàæàòü íå òîëüêî ñàìè ñèëîâûå ëèíèè, íî è ñâÿçàí-
íûå ñ íèìè äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû, íàïðèìåð, âåëè-
÷èíó ïîëÿ èëè êðó÷åíèå.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìîé ïîâåðõíîñòè áóäåì ôîðìèðî-

âàòü ôóíêöèþ F (r) êàê ñóïåðïîçèöèþ ôóíêöèé èñòî÷íè-
êîâ Ik(r):

F (r) =
X
k

Ik(r)�C (1)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçîáðàçèòü ñèëîâóþ ëèíèþ íåîáõîäè-
ìî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëèòü âäîëü íåå ôóíêöèè èñòî÷-
íèêîâ âèäà

Ik(r) =

8><>:
exp(��



b

); b � a < 0

exp (���(r)) ;

�
b � a � 0
c � a � 0

exp(�� kck); c � a > 0

(2)

, ãäå

Ðèñ. 1: Òðóáêè. Ïîëå F (x; y; z) = �x2 + y2 + z2

a = rk+1 � rk; b = r� rk; c = r� rk+1;

�(r) =

s

b

2 � (b � a)2

kak2

- ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (r) äî îòðåçêà (rk; rk+1).
Ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé

ñóïåðïîçèöèþ òàêèõ èñòî÷íèêîâ, ðàñïðåäåëåííûõ âäîëü
ëèíèè, âûãëÿäÿò êàê ãëàäêàÿ òðóáêà ôèêñèðîâàííîé òîë-
ùèíû. Ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ýêñïîíåíòû � äîëæíà áûòü ñî-
ãëàñîâàíà ñ øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿ kak è âîçðàñòàòü ïðè
åãî óìåíüøåíèè. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè óðîâíÿ C
óâåëè÷åíèå � ïðèâîäèò ê óòîíüøåíèþ òðóáîê.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ìåòîäà ðàñ-

ñìîòðèì (ðèñ. 1) èçîáðàæåíèå áåçâèõðåâîãî âåêòîðíî-
ãî ïîëÿ, îïèñûâàåìîãî ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëîì âèäà
F (x; y; z) = �x2 + y2 + z2 Íà ýòîì èçîáðàæåíèè ñèëîâûå
ëèíèè ïîëÿ ïðåäñòàâëåíû ïîëèãîíàëüíûìè òðóáêàìè ïî-
ñòîÿííîé òîëùèíû. Íà÷àëüíûå òî÷êè, îïðåäåëÿþùèå ñè-
ëîâûå ëèíèè, âûáðàíû ëåæàùèìè íà ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé
îáëàñòè â îêðåñòíîñòè îñè OX. Â ìåñòàõ ñãóùåíèÿ ñè-
ëîâûõ ëèíèé ïðåäñòàâëÿþùèå èõ òðóáêè îáúåäèíÿþòñÿ,
âèçóàëüíî îáðàçóÿ ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü. Ðåàëèñòè÷íîå
îñâåùåíèå òðóáîê ïîçâîëÿåò ïðàâèëüíî âîñïðèíèìàòü èõ
âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå è íàïðàâëåíèå èçãèáà.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè î íàïðàâëåíèè ïîëÿ âäîëü

ñèëîâîé ëèíèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáúåêòû, çàäàâàåìûå
íåÿâíûìè ïîâåðõíîñòÿìè, èìåþùèìè êîíè÷åñêóþ ôîð-
ìó. Ïðè ýòîì îíè áóäóò èãðàòü ðîëü ñòðåëîê, óêàçûâàþ-
ùèõ òî÷íîå íàïðàâëåíèå ïîëÿ â òî÷êå èõ ðàñïîëîæåíèÿ.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêèõ îáúåêòîâ ðàññìîòðèì ôóíêöèè âè-
äà

IA(r) =
X
k

J(r;mk) =
X
k

M

k�
exp (�� kr�mkk) (3)
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Ðèñ. 2: Ñòðåëêè. Ñèñòåìà Ëîðåíöà è ñòðàííûé àòòðàê-
òîð: dx=dt = �sx+sy; dy=dt = rx�y�xz; dz=dt = xy�bz

Åñëè êëþ÷åâûå òî÷êè mk ðàñïîëîæèòü âäîëü èíòåðå-
ñóþùåãî íàïðàâëåíèÿ äîñòàòî÷íî áëèçêî äðóã ê äðóãó (â
çàâèñèìîñòè îò �) è ñîãëàñîâàòü ïîêàçàòåëü óáûâàíèÿ �
ñ êîíñòàíòîé M , òî ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèè IA (r)
áóäóò èìåòü èñêîìûé êîíè÷åñêèé âèä. Òàêèì îáðàçîì,
èñïîëüçóÿ ôóíêöèè òàêîãî òèïà â êà÷åñòâå ôóíêöèè èñ-
òî÷íèêîâ â (1) è ðàñïðåäåëÿÿ êëþ÷åâûå òî÷êè âäîëü ñè-
ëîâîé ëèíèè, ìîæíî óêàçûâàòü íàïðàâëåíèå íà ýòîé ëè-
íèè. Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëåí
íà ðèñ. 2. Íà íåì èçîáðàæàåòñÿ çíàìåíèòàÿ ñèñòåìà Ëî-
ðåíöà, èìåþùàÿ ñòðàííûé àòòðàêòîð, ñòðóêòóðà êîòîðî-
ãî õîðîøî ïåðåäàåòñÿ íà ýòîì èçîáðàæåíèè. Èç ðèñóíêà
âèäíî, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà, ñèëîâûå ëè-
íèè íà÷èíàþò âðàùàòüñÿ ïîïåðåìåííî òî âîêðóã îäíîé,
òî âîêðóã äðóãîé îñîáîé òî÷êè. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíèå
�ñòðåëîê� ïîçâîëÿåò ëó÷øå ïåðåäàòü äèíàìèêó ïîâåäåíèÿ
òðàåêòîðèé, óêàçûâàÿ íà òî, ÷òî ñèëîâûå ëèíèè ïîñòîÿí-
íî ìåíÿþò íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ è íåìíîãî ðàñêðó÷è-
âàþòñÿ â ñòîðîíó îò îñîáîé òî÷êè, ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè
íà îðáèòó äðóãîé òî÷êè.
Ïðåèìóùåñòâîì îïèñûâàåìîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ âîç-

ìîæíîñòü âèçóàëèçèðîâàòü äîïîëíèòåëüíûå õàðàêòåðè-
ñòèêè ñèëîâîé ëèíèè, êîòîðûå íåâîçìîæíî ïåðåäàòü
èçîáðàæàÿ ëèíèþ â âèäå ëîìàííîé. Îäíîé èç òàêèõ õà-
ðàêòåðèñòèê ÿâëÿåòñÿ êðó÷åíèå, ò.å. óãëîâàÿ ñêîðîñòü
âðàùåíèÿ áèíîðìàëè âîêðóã ìãíîâåííîãî ïîëîæåíèÿ êà-
ñàòåëüíîé. Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíû òðè çàìêíóòûå ñèëîâûå
ëèíèè, èìåþùèå îäèíàêîâóþ ôîðìó è ðàçíîå êðó÷åíèå.
Ïðè ýòîì, íà ðèñóíêå îò÷åòëèâî âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà êðó-
÷åíèÿ âîçðàñòàåò â íàïðàâëåíèè îñè OZ. Â òî æå âðåìÿ,
èçîáðàæåííûå ñ ïîìîùüþ ëîìàíûõ, ýòè ëèíèè íå îòëè÷à-
ëèñü áû ïî ôîðìå è ïðåäñòàâëÿëè áû ñîáîé îêðóæíîñòè.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî ýôôåêòà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü

ôóíêöèè èñòî÷íèêà â âèäå

IB(r) = exp (�� kr� rk + Ænbk) ; (4)

Ðèñ. 3: Ñæàòûå ýëëèïñîèäû. Èçîáðàæåíèå ðàçëè÷íîãî
êðó÷åíèÿ ïðè îäèíàêîâîé òðàåêòîðèè

ãäå nb - áèíîðìàëü â òî÷êå rk, Æ - êîýôôèöèåíò, ñîîò-
âåòñòâóþùèé ñæàòèþ ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ â íàïðàâëåíèè
áèíîðìàëè.
Èçîïîâåðõíîñòè ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñó-

ïåðïîçèöèþ òàêèõ èñòî÷íèêîâ, ðàñïðåäåëåííûõ âäîëü ñè-
ëîâîé ëèíèè èìåþò âèä ïîëîñû. Ïðè îòíîñèòåëüíî áîëü-
øîì Æ ïëîñêàÿ ÷àñòü ýòîé ïîëîñû ïî÷òè �ïåðïåíäèêóëÿð-
íà� áèíîðìàëè.
Êàê áûëî ïîêàçàíî, ñ ïîìîùüþ èçìåíåíèÿ ôîðìû èçî-

ïîâåðõíîñòè îòäåëüíûõ èñòî÷íèêîâ ìîæíî îòîáðàæàòü
ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû, íàïðèìåð íàïðàâëåíèå ñèëîâîé
ëèíèè èëè åå êðó÷åíèå. Êðîìå òîãî, íåðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëÿÿ èñòî÷íèêè âäîëü ñèëîâîé ëèíèè ìîæíî ïåðåäà-
âàòü âåëè÷èíó äèâåðãåíöèè. Äîïîëíèòåëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ
âåëè÷èíà, íàïðèìåð òåìïåðàòóðà, â òî÷êå rk, ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíà äëÿ çàäàíèÿ ìíîæèòåëÿ, îïðåäåëÿþùåãî
îòíîñèòåëüíûé âêëàä èñòî÷íèêà, ðàñïîëîæåííîãî â rk, â
îáùóþ ôóíêöèþ . Îäíàêî èçëèøíå àêòèâíîå ïðèìåíåíèå
ýòèõ ìåòîäîâ ìîæåò ïðèâåñòè ê íåïðàâèëüíîé âèçóàëü-
íîé ïåðåäà÷å ôîðìû ñàìîé ëèíèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì, âàæíî
èìåòü äðóãèå ñïîñîáû ïåðåäà÷è ñîïóòñòâóþùèõ âåëè÷èí.
Òàêèì äîïîëíèòåëüíûì ìåòîäîì ìîæåò ñòàòü èñïîëüçî-
âàíèå öâåòà äëÿ îòîáðàæåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìà-
öèè. Íàèáîëåå åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå
öâåòîêîäèðîâêè äëÿ èçîáðàæåíèÿ âåëè÷èíû ïîëÿ.
Êàê ïîêàçûâàåò ýòîò ðàçäåë, èñïîëüçîâàíèå íåÿâíûõ

ïîâåðõíîñòåé äëÿ âèçóàëèçàöèè ñòðóêòóðû âåêòîðíîãî
ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì è ãèáêèì ñðåäñòâîì. Îäíàêî ñàìî
èçîáðàæåíèå íåÿâíîé ïîâåðõíîñòè ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü
îïðåäåëåííóþ òðóäíîñòü.

3 Èçîáðàæåíèå íåÿâíûõ ïîâåðõíîñòåé

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èçîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé
óðàâíåíèåì F (x; y; z) = 0, íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþò-
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ñÿ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íî ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè
äàííîé ïîâåðõíîñòè ïóòåì ðàçáèåíèÿ âñåé îáëàñòè åå çà-
äàíèÿ íà ýëåìåíòàðíûå ïîäîáëàñòè, âíóòðè êîòîðûõ ïî-
âåäåíèå ïîëÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèíåéíûì. Êëàññè÷åñêèì
ïðåäñòàâèòåëåì ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì
�ìàðøèðóþùèõ êóáîâ�. Êàê ñëåäóåò èç íàçâàíèÿ, â êà-
÷åñòâå ïîäîáëàñòåé ðàçáèåíèÿ â äàííîì ìåòîäå èñïîëü-
çóþòñÿ êóáû ñ âíóòðåííåé òðèëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé.
Ïîñêîëüêó ïðè óìåíüøåíèè ðàçìåðà ïîäîáëàñòåé ðàç-

áèåíèÿ, èõ ÷èñëî ðàñòåò îáðàòíî-ïðîïîðöèîíàëüíî òðå-
òüåé ñòåïåíè èõ äèàìåòðà, à íå âòîðîé, êàê äîëæíî áûòü
â èäåàëå, âàæíóþ ðîëü èãðàþò àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå
ñîêðàòèòü ÷èñëî ïðîâåðÿåìûõ ÿ÷ååê äî ìèíèìóìà. Â ñâÿ-
çè ñ ýòèì â ðàáîòå [1] ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîçâîëÿþ-
ùèé ïðàêòè÷åñêè èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ íåíóæíûå
ÿ÷åéêè.

3.1 Ìåòîä ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ êóáîâ

Ýòîò àëãîðèòì îñíîâàí íà èäåå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ïîâåðõíîñòè ñ îáðàáàòûâàåìîé ÿ÷åéêè íà
ñîñåäíèå ñ íåé. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ ÿ÷ååê
ïðåäëàãàåòñÿ áðàòü ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ÿ÷ååê, ñî-
äåðæàùèõ â ñåáå ñèëîâûå ëèíèè, à òàêæå ëèíèþ, ñîåäè-
íÿþùóþ âñå íà÷àëüíûå òî÷êè è òî÷êó íà ãðàíèöå.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíî èìåëî

íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñî âñåìè ñâÿçàííûìè êîìïîíåíòà-
ìè íåÿâíîé ïîâåðõíîñòè íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíî ñîäåðæà-
ëî âñå äóãè êàêîãî ëèáî ñâÿçàííîãî ãðàôà ìàêñèìóìîâ
F (x; y; z). Ó÷èòûâàÿ âèä îòäåëüíûõ êîìïîíåíò I(r) ìîæ-
íî óòâåðæäàòü, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó
ìàêñèìóìû êàæäîé èç êîìïîíåíò ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè
rk, ò.å. ëåæàò íà ñèëîâûõ ëèíèÿõ, à ñàìè ýòè êîìïîíåíòû
âîãíóòû ââåðõ.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ýòîãî ìåòîäà è ìåòîäà

�ìàðøèðóþùèõ êóáîâ� (MC) íåîáõîäèìî îöåíèòü îòíî-
øåíèå êîëè÷åñòâà ïîñåùàåìûõ ÿ÷ååê ê êîëè÷åñòâó ÿ÷å-
åê, ñîäåðæàùèõ ïîâåðõíîñòü, ïðè ðîñòå èõ îáùåãî ÷èñëà.
Ðåçóëüòàòû ýòîãî ñðàâíåíèÿ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 4, íà
êîòîðîì îñü X ñîîòâåòñòâóåò êóáè÷åñêîìó êîðíþ èç ÷èñ-
ëà ÿ÷ååê, à îñü Y - èñêîìîìó îòíîøåíèþ. Èç ïðåäñòàâ-
ëåííûõ íà ýòîì ðèñóíêå ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ýôôåêòèâ-
íîñòü ìåòîäà �ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ êóáîâ� (SC) áëèçêà
ê åäèíèöå, â òî âðåìÿ êàê ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà MC ñ
ðîñòîì ÷èñëà ÿ÷ååê ïàäàåò ïðàêòè÷åñêè äî íóëÿ. Íà ýô-
ôåêòèâíîñòü ìåòîäà MC òàêæå ñêàçûâàåòñÿ óáûâàíèå îò-
íîñèòåëüíîé äîëè íà÷àëüíûõ ÿ÷ååê ïðè ðîñòå èõ îáùåãî
÷èñëà. Èç ïðåäñòàâëåííûõ ãðàôèêîâ ñëåäóåò, ÷òî ñ òî÷êè
çðåíèÿ âûáðàííîãî êðèòåðèÿ ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè
îïòèìàëüíûì.
Îñîáîå âíèìàíèå íåîáõîäèìî óäåëèòü âîïðîñó î âû-

÷èñëåíèè ñêàëÿðíîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùåé íåÿâíóþ
ïîâåðõíîñòü. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ F (x; y; z) = 0 â
ïðåäïîëîæåíèè ëèíåéíîñòè F (x; y; z) âíóòðè êóáè÷åñêîé
ÿ÷åéêè, òðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèå ýòîé ôóíêöèè â âåðøèíàõ
êóáà. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ôóíêöèÿ F (x; y; z) ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ áîëüøîãî ÷èñëà èñòî÷íèêîâ, âû-
÷èñëåíèå çíà÷åíèé êàæäîãî èç êîòîðûõ òðåáóåò ðàñ÷åòà
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âû-
÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ F (x; y; z) è ñòàíåò ñàìîé òðóäîåìêîé
îïåðàöèåé.

3.2 Âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîé ôóíêöèè

Â ñëó÷àå åñëè çíà÷åíèÿ êàæäîé èç ôóíêöèé èñòî÷íèêîâ
I(r) ñóùåñòâåííî îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü â íåáîëüøîé ïî-

Ðèñ. 4: Ñðàâíåíèå ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ ïî êîëè÷åñòâó
ïîñåùàåìûõ ÿ÷ååê

äîáëàñòè 
im [I(r)](îáëàñòü âëèÿíèÿ èñòî÷íèêà), âû÷èñ-
ëåíèå F (x; y; z) ìîæíî îðãàíèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ â óçëàõ êóáè÷åñêîé ñåòêè, îïðå-
äåëÿþùåé ðàçáèåíèå îáëàñòè íà ÿ÷åéêè. Äëÿ ýòîé öåëè
çàâîäèòñÿ ìàññèâ, ýëåìåíòû êîòîðîãî îáíóëÿþòñÿ. Çàòåì
êàæäàÿ ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà âû÷èñëÿåòñÿ ëèøü äëÿ òåõ
óçëîâ, êîòîðûå ïîïàëè â îáëàñòü åå âëèÿíèÿ, è ïîëó÷åí-
íûå çíà÷åíèÿ ïðèáàâëÿþòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ýëåìåí-
òó ìàññèâà. Â ðåçóëüòàòå, ïîñëå îáðàáîòêè âñåõ ôóíêöèé
èñòî÷íèêîâ, óêàçàííûé ìàññèâ áóäåò ñîäåðæàòü çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè F (x; y; z) â óçëàõ ñåòêè. Åñëè ïðåäïîëîæèòü,
÷òî îáëàñòü âëèÿíèÿ êàæäîãî èñòî÷íèêà ñîñòàâëÿåò 0.1%
îò îáùåãî îáúåìà, òî êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè I(r) ìîæíî îöåíèòü êàê

NA =
N3

1000
�NI

, ãäå NI - êîëè÷åñòâî ôóíêöèé èñòî÷íèêîâ, N - ðàçìåð
ñåòêè.
Äðóãóþ îöåíêó ýòîé âåëè÷èíû ìîæíî ïîëó÷èòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê ñîäåðæàùèõ èçîïî-
âåðõíîñòü îöåíèâàåòñÿ êàê NE = kEN

2, ãäå kE - êîíñòàí-
òà. Åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü ðàñïðîñòðàíÿåò-
ñÿ ñ îäíîé ÿ÷åéêè íà äðóãóþ, òî â ñðåäíåì íà êàæäóþ íî-
âóþ ÿ÷åéêó íåîáõîäèìî ïî ÷åòûðå âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè
F (x; y; z). Êðîìå òîãî, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñðåä-
íèé êîýôôèöèåíò ïåðåñå÷åíèÿ îáëàñòåé âëèÿíèÿ ðàâåí
kA � NI . Òîãäà èñêîìàÿ îöåíêà áóäåò èìåòü âèäeNA = 4 � kAkEN

2

Èñõîäÿ èç ýòèõ îöåíîê ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþ-
ùèé âûâîä: àäàïòèâíîå âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîé ôóíêöèè
F (x; y; z) ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïî ïðîèçâîäèòåëüíîñòè
åñëè

kAkE <
NNI

4000
(5)

Â íàèõóäøåì ñëó÷àå kA = NI è èç êðèòåðèÿ (5) ñëå-
äóåò, ÷òî àäàïòèâíîå âû÷èñëåíèå ôóíêöèè áóäåò ýôôåê-
òèâíûì òîëüêî åñëè N � 4000 � ke. Ïîñêîëüêó õîðîøåé

ïðàêòè÷åñêîé îöåíêîé äëÿ kE ÿâëÿåòñÿ îöåíêà bkE = 10,
òî â íàèõóäøåì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå ïî àäàïòèâíîé ñõåìå
áóäåò ýôôåêòèâíî ëèøü ïðè N � 40000.
Òåì íå ìåíåå, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî àäàïòèâíîå âû-

÷èñëåíèå ôóíêöèè F (x; y; z) áîëåå ýôôåêòèâíî ÷åì àïðè-
îðíîå, ïîñêîëüêó íà ïðàêòèêå kA � NI . Â ñâÿçè ñ ýòèì
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âàæíóþ ðîëü èãðàåò òàêàÿ îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèÿ ïðè

êîòîðîé ðåàëüíàÿ îöåíêà bkA ' kA.

3.3 Ïðèìåíåíèå èåðàðõè÷åñêîãî ðàçáèåíèÿ

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîé îöåíêè kA íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü

îòîáðàæåíèå e�(r), êîòîðîå êàæäîé òî÷êå îáëàñòè 
 (îá-
ëàñòü çàäàíèÿ ôóíêöèè F (x; y; z) ) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé èñòî÷íèêîâ fIkn(r)g èìå-
þùèõ íåíóëåâîå âëèÿíèå â ýòîé òî÷êå:

e� : r! fIkn(r) : r 2 
im(Ikn(r))g (6)

Â ýòîì ñëó÷àå kA îöåíèâàåòñÿ êàê

kA =
[L]
R



���e�(r)���dr
[L]
R


dr

� max
r2


���e�(r)��� (7)

Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå e�(r) â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñò-
íî, íåîáõîäèìî åãî îöåíèòü, ò.å. ïîñòðîèòü òàêîå îòîáðà-

æåíèå b�I(r) òî÷åê îáëàñòè 
 â ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîä-

ìíîæåñòâ fIk(r)g, ÷òî b�(r) � e�(r). Òðèâèàëüíàÿ îöåíêà
ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèþ êàæäîé òî÷êè â ìíîæåñòâî
âñåõ ôóíêöèé èñòî÷íèêîâ; ïðè ýòîì kA = NI .
Èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ èåðàðõè÷åñêîãî ðàçáèåíèÿ ïðî-

ñòðàíñòâà äëÿ âû÷èñëåíèÿ F (x; y; z) ñîñòîèò â êëàñòåðè-
çàöèè ôóíêöèé èñòî÷íèêîâ â çàâèñèìîñòè îò èõ ðàñïîëî-
æåíèÿ. Äëÿ ýòîãî îáëàñòü 
 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäîáëàñòè

j
m òàê, ÷òî:


j
m1

T

j
m2

= ;; m1 6= m2

8j;m 9m1 : 

j�1
m1

� 
j
m


0 = 

(8)

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå 	 ñîïîñòàâëÿþùåå ôóíêöèè
èñòî÷íèêà Ik(r) ïîäîáëàñòü 	(I) = 
j0

m0
. Ïðè ýòîì îòîá-

ðàæåíèè êàæäîé ôóíêöèè I ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî
âëîæåííûõ ïîäîáëàñòåé

	[I] =
�

j
m � 
j0

m0
= 	(I) ; j < j0

	
è íàîáîðîò, êàæäîé îáëàñòè 
j

m ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî
ôóíêöèé

I
�

j
m

�
=
�
I 2 fIk(r)g : 


j
m 2 	 [I]

	
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå b�(r), êîòîðîå êàæäîé òî÷êå

r 2 
 ñîïîñòàâëÿåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïàð èíäåêñîâ
fjk;mkg òàêèì îáðàçîì, ÷òî

b�(r) = [
fj;mg2�(r)

I
�

j
m

�
� fIk(r) : r 2 
im(Ik(r))g (9)

Ýòî îòîáðàæåíèå è ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé îöåíêîé. Äëÿ

íåãî àíàëîãè÷íî (7) ìîæíî ââåñòè bkA. Îòíîøåíèå kA=bkA
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êðèòåðèåâ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè.
Îäíàêî ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óäîáíåå ðàññìàò-
ðèâàòü ñëåäóþùèå äâà êðèòåðèÿ:

�1 = 1�
bkA
NI

= 1�
Eb

EfNI

;

�2 =
Ew

Eb

;

Ðèñ. 5: Ïîâåäåíèå êðèòåðèåâ ýôôåêòèâíîñòè ïðè ðîñòå
÷èñëà ÿ÷ååê N

ãäå Eb - êîëè÷åñòâî âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé I(r), Ew -
êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé I(r), íå ïîâëèÿâøèõ íà âåëè÷èíó
F (x; y; z), Ef - êîëè÷åñòâî âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ôóíê-
öèè F (x; y; z). Ïåðâûé êðèòåðèé õàðàêòåðèçóåò âûèãðûø

îò èñïîëüçîâàíèÿ áîëåå ñëîæíîé ôóíêöèè b�(r) îòíîñè-
òåëüíî òðèâèàëüíîé. Âòîðîé - íåýôôåêòèâíîñòü ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîñòðîåíèÿ
�

j
m

	
, 	, b� îïèøåì

ìåòîä, èñïîëüçîâàííûé àâòîðàìè ñòàòüè è îñíîâàííûé
íà àëãîðèòìå îêòàíòíûõ äåðåâüåâ. Îáëàñòü 
 èçîìîðô-
íî îòîáðàæàëàñü íà åäèíè÷íûé êóá 
. Ïðåäïîëàãàëîñü,
÷òî äëÿ âñåõ Ik(r) õàðàêòåðíûé ðàçìåð îáëàñòè âëèÿíèÿ
ìîæíî îöåíèòü êàê: diam(
im [Ik(r)]) � 2". Â êà÷åñòâå

íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
�

j
m

	
0
èåðàðõèè ïîäðàçáèåíèÿ

áðàëîñü
�

0
0 = 
e

	
. Îòîáðàæåíèå 	 ñòðîèëîñü â âèäå

	 : I(r; rk)! arg max
f
jm: rk2


j
mg

j

Çàòåì ïðîèçâîäèëàñü ìèíèìèçàöèÿ êðèòåðèÿ

� =

����� max

2f
jmgn

���I 2 fIk(r)g : 
 2 	[I]
	��� �0

�����
ïóòåì ïîñòðîåíèÿ íîâîé èåðàðõèè

�

j
m

	
n+1

çà ñ÷åò ðå-

êóðñèâíîãî ïîäðàçáèåíèÿ òåõ îáëàñòåé
�

j
m

	
n
, êîòîðûì

ñîïîñòàâëÿëîñü áîëåå ÷åì �0 ôóíêöèé, íà âîñåìü ïîäîáëà-
ñòåé ñ óâåëè÷åííûì j. Â ðåçóëüòàòå òàêîé ìèíèìèçàöèè
ñòðîèëîñü îêòàíòíîå äåðåâî, óçëàì êîòîðîãî ñîîòâåòñòâî-
âàëè îáëàñòè ðàçáèåíèÿ 
. Ëèñòüÿ ýòîãî äåðåâà õðàíèëè
èíôîðìàöèþ îá èñòî÷íèêàõ, ïðèïèñàííûõ ê íèì îòîáðà-
æåíèåì 	.
Îòîáðàæåíèå b� ñòðîèëîñü ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â ñïèñîê óçëîâ çàíîñèëñÿ
êîðíåâîé óçåë, à çàòåì, ïîêà ýòîò ñïèñîê áûë íå ïóñò,
èç íåãî ïîñëåäîâàòåëüíî èçâëåêàëèñü âåðõíèå óçëû. Åñ-
ëè èçâëå÷åííûé óçåë ÿâëÿëñÿ ëèñòîì, òî ïðèïèñàííûå

ê íåìó ôóíêöèè ñ÷èòàëèñü ïðèíàäëåæàùèìè b�(r). Åñëè
æå îí íå ÿâëÿëñÿ ëèñòîì, òî â ñïèñîê óçëîâ çàíîñèëèñü
åãî �äåòè�, óäàëåííûå îò òî÷êè r íå áîëåå ÷åì íà ".
Ïîâåäåíèå êðèòåðèåâ ýôôåêòèâíîñòè äëÿ äàííîãî àë-

ãîðèòìà ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 5. Ãðàôèêè ïîñòðîåíû äëÿ
èçìåíÿþùåãîñÿ ÷èñëà ÿ÷ååê N . Àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå
äåìîíñòðèðóåòñÿ è ïðè èçìåíåíèè ÷èñëà èñòî÷íèêîâ NI
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ïðè óñëîâèè, ÷òî îíî íå âëå÷åò èçìåíåíèÿ èõ îòíîñèòåëü-
íîé ïëîòíîñòè. Èç ãðàôèêà �1 âèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèåb�(r) äëÿ ðàñ÷åòà ôóíêöèè F (x; y; z) îïðàâäàíî, ïîñêîëü-
êó ïðèâîäèò ê îãðîìíîìó ñîêðàùåíèþ ÷èñëà âû÷èñëåíèé
Ik(r). Ïðè ýòîì ñëàáàÿ çàâèñèìîñòü ýòîãî êðèòåðèÿ îò ðî-
ñòà N è NI äåìîíñòðèðóåò äîñòàòî÷íóþ ýôôåêòèâíîñòü
äàííîãî ïîäõîäà. Ïîâåäåíèå ãðàôèêà �2 ïîêàçûâàåò, ÷òî
îïèñàííûé ìåòîä ïðèáëèçèòåëüíî â òðè ðàçà ìåíåå ýô-
ôåêòèâåí, ÷åì îïòèìàëüíûé. Òàêèì îáðàçîì ïðèìåíåíèå
èåðàðõè÷åñêîãî ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ïîçâîëÿåò ýô-
ôåêòèâíî ðåàëèçîâàòü ïðîöåäóðó àäàïòèâíîãî âû÷èñëå-
íèÿ F (x; y; z). Äîïîëíèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ, ñâÿçàííûå
ñ ñîçäàíèåì ñòðóêòóðû îêòàíòíûõ äåðåâüåâ è íåðåêóð-
ñèâíûì ïîèñêîì ïî ýòîìó äåðåâó, îñòàþòñÿ îòíîñèòåëüíî
íåâåëèêè, ïîñêîëüêó îíè íå òðåáóþò ñëîæíûõ àðèôìå-

òè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ bkA
âåðíà îöåíêà bkA = 25, òî äëÿ ðàçðåøåíèÿ N = 256 óæå
ïðè NI � 3902 àäàïòèâíîå âû÷èñëåíèå ôóíêöèè ñòàíî-
âèòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì, ÷åì àïðèîðíîå.

4 Çàêëþ÷åíèå

Èçëîæåííûé â äàííîé ðàáîòå ìåòîä âèçóàëèçàöèè âåê-
òîðíûõ ïîëåé ñ ïîìîùüþ íåÿâíûõ ïîâåðõíîñòåé ñïåöè-
àëüíîãî âèäà áûë ðåàëèçîâàí íà ïðîãðàììíî-àïïàðàòíîé
ïëàòôîðìå Celeron-375/128/Linux 2.2.14/Mesa3D 3.1 .
Âû÷èñëåíèÿ îðãàíèçîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ çà-
äàííîãî íàáîðà íà÷àëüíûõ òî÷åê ïðîèçâîäèëàñü òðàññè-
ðîâêà ñèëîâûõ ëèíèé â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ñ
ýòîé öåëüþ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà 4(3) ñ àäàï-
òèâíîé êîððåêöèåé øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ñïèñîê ïðî-
âåðÿåìûõ ÿ÷ååê çàíîñèëèñü âñå ÿ÷åéêè, ñîäåðæàùèå ñè-
ëîâûå ëèíèè, à òàêæå ñâÿçûâàþùóþ èõ ëèíèþ. Äëÿ óñêî-
ðåíèÿ âû÷èñëåíèÿ F (x; y; z), ïî îïèñàííîìó âûøå àëãî-
ðèòìó ñòðîèëîñü îêòàíòíîå äåðåâî, â êîòîðîå çàíîñèëèñü,
ðàçìåùåííûå âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé èñòî÷íèêè âèäà (2),
(3) èëè (4). Ïîêà ñïèñîê ïðîâåðÿåìûõ ÿ÷ååê íå ñòàíîâèë-
ñÿ ïóñò, èç íåãî èçâëåêàëèñü ÿ÷åéêè, è, åñëè îíè èìåëè
íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ èçîïîâåðõíîñòüþ, òî â ñïèñîê äî-
áàâëÿëèñü èõ ñîñåäè, êîòîðûå åùå íå áûëè îáðàáîòàíû.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîãî, êàêàÿ ÿ÷åéêà óæå áûëà îáðàáî-
òàíà, à êàêàÿ íåò, â ïàìÿòè ñîçäàâàëñÿ áèòîâûé ìàññèâ.
Ïðè ýòîì êàæäîé ÿ÷åéêå îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿëñÿ áèò,
êîòîðûé ðàâíÿëñÿ íóëþ, åñëè ÿ÷åéêà áûëà íå îáðàáîòà-
íà, è åäèíèöå - â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî
ÿ÷åéêà, ñîñåäíÿÿ ñ äàííîé, èìååò ÷åòûðå îáùèå ñ íåé âåð-
øèíû, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè F (x; y; z) óæå âû-
÷èñëåíû, ïðè çàíåñåíèè åå â ñïèñîê ïðîâåðÿåìûõ ÿ÷ååê,
ïðîèçâîäèëîñü âñåãî ÷åòûðå íîâûõ âû÷èñëåíèÿ äîïîëíè-
òåëüíîé ôóíêöèè. Â êîíå÷íîì èòîãå, ïîëó÷àåìàÿ òðèàí-
ãóëÿöèÿ îòîáðàæàëàñü ñ ïîìîùüþ ñðåäñòâ OpenGl.

Èñïîëüçîâàíèå àäàïòèâíîãî ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ äîïîë-
íèòåëüíîé ôóíêöèè ïîçâîëèëî íå òîëüêî óñêîðèòü ïðî-
öåññ âèçóàëèçàöèè, íî è ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü îáúåì
òðåáóåìîé ïàìÿòè. Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëèëî àêêó-
ðàòíî èçîáðàæàòü ïîâåðõíîñòè ñ áîëüøîé êðèâèçíîé, èñ-
ïîëüçóÿ áîëåå ïëîòíûå ñåòêè. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ èçîáðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçðåøåíèþ ñåòêè
2563, ïðè ñðåäíåì êîëè÷åñòâå ñèëîâûõ ëèíèé (~30) íåîá-
õîäèìî çàòðàòèòü îò 0.5 äî 2-õ ìèíóò â çàâèñèìîñòè îò
òîëùèíû òðóáîê.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä áûë èñïîëüçîâàí äëÿ ïîëó÷åíèÿ
àíèìàöèè ïðîöåññà îáðàçîâàíèÿ òîêîâûõ ñëîåâ â âûñîêî-
òåìïåðàòóðíîé ïëàçìå.
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Efficient streamline visualization

by implicit surfaces

I.N.Inovenkov, A.V. Leonenko
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Abstract

An application of implicit surfaces for flow visualization are
disscussed in this paper and a new method based on stream-
ball technique are introduced. Proposed method are illus-
trated by images of classic fields. Finally, efficient computa-
tion of additional scalar function are provided by utilization
of hierachical space subdivision methods.

Keywords Flow visualization, streamlines, implicit sur-
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