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Аннотация 
В статье излагаются результаты исследований в области ав-
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решения геометрических задач методами конструктивного 
моделирования.
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1. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время при решении научно-технических задач и
реализации программных систем используются преимущест-
венно аналитические методы, что объясняется традицион-
ным сопоставлением вычислительного устройства дискрет-
ного принципа действия с понятием числа. Между тем гео-
метрический (синтетический, конструктивный) метод обла-
дает рядом неоспоримых преимуществ, таких как нагляд-
ность, интегрированное содержание геометрического образа,
что проявляется при отображении результатов вычислений и
визуальном управлении вычислительными процессами. Од-
нако вычислительные возможности синтетических методов 
ассоциируются с традиционными инструментальными огра-
ничениями, влияющими на исполнение предметных моде-
лей; считается что аналитические методы первичны по отно-
шению к геометрическим. Поэтому практически всегда раз-
работки, осуществляемые с помощью конструктивных мето-
дов, сопровождаются аналитической интерпретацией, обес-
печивающей упрощение реализации полученных результатов 
на ЭВМ. По мнению автора, такая интерпретация далеко не 
всегда необходима и оправдана.
Универсальный характер геометрических методов вполне 
позволяет рассматривать вычислительную машину как уст-
ройство геометрического типа. Теоретическое обоснование 
геометрического моделирования как информационного про-
цесса, базирующегося на принципах инвариантной неопреде-
ленности, развивается в работах петербургской геометриче-
ской школы. Согласно взглядам представителей этой школы 
любая геометрическая конструкция, дополненная алгоритмом 
в виде совокупности геометрических операций, рассматрива-
ется как действующая геометрическая машина [2], выпол-
няющая некоторое геометрическое преобразование. Сово-
купность геометрических машин, образующих описание ис-
ходного объекта или процесса, составляет их конструктив-
ную геометрическую модель (КГМ). Если для реализации 
модели в рамках заданного аксиоматического базиса опреде-
лены операции геометрического содержания, можно говорить 
о вычислительной машине как об устройстве геометрическо-
го типа. При таком подходе геометрические объекты полу-
чают интегрированные значения, а операции с привлечением 
понятия числа становятся необязательными или несущест-
венными.
До настоящего времени исследования в области синтетиче-
ской геометрии сдерживались отсутствием концепции орга-
низации и развития средств автоматизации как для разработ-
ки и реализации алгоритмов, так и для прикладного програм-

мирования в области конструктивного геометрического мо-
делирования. Автор данной статьи проводит исследования,
направленные на выработку положений такой концепции и
создание на ее основе специализированной системы синтеза и
анализа КГМ Симплекс [5]. 
В основе разрабатываемой концепции лежит понимание объ-
ектов многомерного пространства, (точка, прямая, плоскость 
и т.п.) как сущностей, проявляющих свои геометрические 
свойства в многосвязных отношениях и заданных на регули-
руемом аксиоматическом базисе [3], [4].Такой подход позво-
ляет представлять КГМ в виде реляционных схем и таким 
образом осуществлять их автоматизированный синтез, В сре-
де системы Симплекс модели строятся на основе понятия 
отношения – элементарного звена фактологической структу-
ры геометрической модели и выражаются в предикатной 
форме. Двойственная природа предикатов отношений (логи-
ческое воплощение структурных характеристик модели и их 
расчетное содержание) позволяет отделить процессы логиче-
ского анализа и синтеза алгоритма от непосредственного 
расчета значений объектов. Конструктивный геометрический 
алгоритм становится виртуальным, не зависящим от конкре-
тизации значений и, что особенно важно, типов объектов, а,
следовательно, процесс моделирования может быть пред-
ставлен абстрактной логической программой.
В основе разрабатываемой концепции и базирующейся на ней 
архитектуре системы Симплекс лежат следующие свойства 
КГМ:
• объекты КГМ образованы и связаны друг с другом по-

средством геометрических операций (построений); 
• объекты КГМ экзистенциональны и индивидуальны;
• недопустимы деструктивные рекурсивные связи между 

объектами в КГМ.
Исполнительные механизмы системы Симплекс обеспечива-
ют:
• технологию визуального проектирования КГМ для син-

теза, отладки и исполнения прикладных программ;
• декларативный способ описания моделей;
• объектно-ориентированную методику проектирования 

объектов производных типов и преобразований;
• логический анализ и синтез геометрических моделей;
• открытость системы для оснащения новыми объектами и

функциями;
• интерфейс с другими системами проектирования на ос-

нове автоматической ретрансляции КГМ из языка внут-
реннего представления в общетехнические алгоритмиче-
ские языки (PASCAL [7], PROLOG [1], [8]) и посредст-
вом стандартных форматов графических данных.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ОБОСНОВАНИЕ 
МЕТОДИКИ ПРОЕКТИРОВАНИЯ КГМ 

Пусть имеется два множества объектов {x} и {y}. Каждый 
объект y однозначно сопоставлен с объектом x, и процедура,
осуществляющая различение объектов y, достаточно проста.
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Будем называть объекты y значениями x. Из существования x
следует существование его значения. Если сопоставление {x}
с {y} не установлено, будем считать значения {x} нерассчи-
танными (множество {y} фиктивно). Обычно в математике 
роль объектов y играют числа или организованные совокуп-
ности чисел. В практике конструктивного геометрического 
моделирования для выражения геометрических значений 
объектов используются реперы.
Пусть между объектами а и b, c, … установлено соответствие 
R: a←f(b, c, …), которое в дальнейшем будем называть отно-
шением между объектами a и b, c, …. Отношение R выражает 
факт зависимости значений объекта а от значений объектов 
b, c, …. Способ нахождения значений a по значениям b, c, …
задан функцией f. Абстрагируясь от конкретных имен объек-
тов a, b, c, … и вида преобразования f, отношение R можно 
записать в обобщенном виде (1):  

Out←F(In). (1) 
Здесь In – входные параметры отношения R, Out – выходные 
параметры R, а F – функция, задающая вид отношения. Пред-
ставим отношение R в предикатной форме:

~r (In, Out, Fm, F, A)., (2) 
где ~r – предикатный символ, используемый для выражения 
отношения, Fm – способ согласования входных параметров,
A – признак группового соотнесения отношения.
Объекты КГМ, выраженной отношениями (2), будем обозна-
чать символьными термами – носителями геометрических 
значений. Если X имеет значение (определенное или неопре-
деленное), то достижима цель 

value (X). (3) 
Пусть задано множество отношений {R}={Ra, Rb, …, Rc}, 
такое что:
1. Все выходные параметры множества {R} различны;
2. Все входные параметры множества {R} одинаковы с
точностью до наименования, порядка и количества;

Ra: a ← fa (l, m …, n), 
Rb: b ← fb (l, m …, n), 

…
Rc: c ← fc (l, m …, n), 

{a, b, … c}∩{l, m, … n}=∅.

(4) 

Перепишем (4) в виде 
R: a, b, … , c← f(l, m …, n), (5) 

устанавливая связь объектов a, b, …, c с объектами l, m, …, n.
Расширяя определение (2), будем называть отношением вы-
ражение (5). Любой x: x ← fx (l, m …, n) находится в зависи-
мости от всех входных параметров. Терминальный характер 
функции fx позволяет рассматривать отношение (5) как пре-
образователь с закрытой внутренней структурой и называть 
его простым отношением. При отсутствии ограничений на 
количество входных и выходных параметров, In и Out пред-
ставим в виде линейных списочных структур. Тогда в преди-
кате (6) In – список входных параметров R; Out – список 
выходных параметров R; Fm, F и A – те же, что и в (2). 

~r (In, Out, Fm, F, A)., (6) 
Отношение (7) с пустым списком In есть способ записи в
виде предиката ~r значений объектов-констант. Конкретиза-
ция значений в списке Out зависит от вида функции Fconst.

~r ([ ], Out, Fm, Fconst, A). (7) 
Возникновение нового факта, выраженного предикатами (6) 
или (7), будем называть объявлением отношения. В момент 
объявления отношения декларируются названные в нем объ-

екты и констатируется зависимость значений выходных па-
раметров от входных (логическая работа предиката отноше-
ния). Объявление отношения в среде проектирования КГМ 
служит причиной активизации вычислительной подсистемы 
для расчета значений объектов модели. Расчетные действия 
составляют вычислительную работу предиката отношения 
(т.н. побочный нелогический эффект [8]). Единый способ 
выражения переменных и констант, а также возможность 
отделения вычислительной работы отношения от логической 
предопределили выбор предиката отношения в качестве ос-
новного средства описания конструктивных КГМ.
Вычислительная работа отношения инициируется системным 
предикатом execute (11). Объекты X: ~r(In, Out, Fm, F, A), 
member(X, Out), получают значения при успешном исполне-
нии цели execute(~r(In, Out, Fm, F, A)). В случае успеха цели 
генерируется предикат-свойство 

counted(X). (8) 
Свойства (8) различают среди X рассчитанные (успех 
counted(X)) и нерассчитанные объекты.
Поскольку все объекты выходных параметров (5) получают 
значения одновременно, для отношения в целом вводится 
обобщенный признак совершения расчета:
rcounted(~r(In, Out, Fm, F, A)) if allcounted(Out). (9) 
allcounted([ ]). 
allcounted([X|Other]) if counted(X), allcounted(Other). (10) 
Определение предиката execute, заданное импликацией (11), 
обеспечивает однократность расчета простого отношения:
execute(~r(In, Out, Fm, F, A)) if not rcounted(~r(In,

Out, Fm, F, A)), allcounted(In). (11) 
Рассчитанные значения X, принадлежащие области допусти-
мых значений F, являются определенными:

definite(X). (12) 
Объекты X списка In – непосредственные предки объектов Y
списка Out, если истинно утверждение parent (X, Y, A) (13). 
parent (X, Y, A) if ~r(In, Out, _, _, A), member (X, In),  

member (Y, Out). (13) 
В отношении обнаруживается циклическая зависимость, если 
истинно cycle(X, A) (14). 

cycle(X, A) if parent (X, X, A). (14) 
Значения X неопределенны, если конкретизация правила (15) 
– истина.
indefinite(X) if parent(X,Y,A), not definite(X), 

counted(Y). (15) 
Рассмотрим принципы организации совокупностей отноше-
ний. Пусть объявлены два отношения, записанные в виде:

R1(F1): A, B,… ←K, L…
R2(F2): C, D,… ←M, N… (16) 

Пара отношений R1, R2 несовместна, если цель 
contrariety (R1, R2) истинна (17): 
contrariety (~r(_, Out1, _, _, A), ~r(_, Out2, _, _, A)) if 

Out1 ≠ Out2, member(X, Out1), member(X, Out2). (17) 
В противном случае пара отношений совместна.
Пусть {R} – совокупность отношений, представленная в виде 
списка. {R} в целом обладает совместным составом, если 
успешна цель (18): 
relationset(R) if R=[~r(_, _, _, _, _)],!.
relationset(R) if not(member(R1, R), member(R2, R), 

contrariety(R1, R2))). 
(18) 

Выразим причинно-порождающую зависимость объектов X
и Y правилом (19): 
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ancestor(X,Y,A) if parent(X,Y,A). 
ancestor(X,Y,A) if parent(X,Z,A), ancestor(Z,Y,A). (19) 
Совокупность отношений {R} обладает корректным соста-
вом, если достижима цель (20): 
bagof (A, ~r(_, _, _, _, A), R), relationset(R), not ances-

tor(X, X, A). (20) 
Для объектов-констант (7), истинно выражение (21):  
objconst(X,A) if ~r([ ], Out, _, _, A), member(X, Out). (21) 
Объекты X, для которых целевое утверждение (22) истинно,
составляют группу вакантных объектов.
objvacant(X, A) if ~r(In, _, _, _, A), member(X, In),  

not parent(_, X, A), parent(X, _, A). (22) 
Если объект X вакантный, то истинны 
objvacant(X, A), not counted(X). 
ancestor (X, Y, A), not counted(X)., (23) 
и, следовательно, все отношения, декларирующие объекты Y,
являются нерассчитанными.
Статусы совершения расчета (8), определенности (12) и не-
определенности (15) значений объектов всецело определяют 
характер визуального взаимодействия пользователя с КГМ в
процессе ее конструирования и применения в среде системы 
Симплекс. Отсутствие значений у объектов Y создает из-
вестные неудобства при реализации моделей, поскольку объ-
екты без значений не могут быть явно визуализированы. По-
этому, если для этого имеются условия, имеет смысл при-
сваивать вакантным объектам фиктивные значения и считать 
такие объекты на определенный период времени фиктивными 
константами. Тогда любой объект X следует соотносить по 
признаку наличия значения с одной из следующих категорий:
• объект, обладающий реальным значением (определен-

ным или неопределенным) realvalue(X); 
• объект, не обладающий значением nonvalue(X); 
• объект с фиктивным значением fictivevalue(X). 
Запишем следующие теоремы для простых отношений, выте-
кающие из определения статуса значения объекта:
realvalue(X), objconst(X, A) = true. (24) 
~r(In, Out, _, _, A), (member(X, In), realvalue(X)), 

member(Y, Out), realvalue(Y) = true. (25) 
~r(In, Out, _, _, A), member(X, In), fictive(X), (mem-

ber(Y, Out), fictive(Y)) = true. (26) 
~r(In, Out, _, _, A), member(X, In), nonvalue(X), 

(member(Y, Out), nonvalue(Y)) = true. (27) 
Следует также отметить, что для функций F, геометрическая 
природа которых известна, истинно утверждение, выражаю-
щее статус определенности реальных значений объектов:
~r(In, Out, _, F, A), member(X, In), indefinite(X), 

(member(Y, Out, indefinite(Y))=true. (28) 
Теоремы (24 – 28) повышают эффективность исполнения 
предиката execute (11) за счет избирательной подстановки в
него отношений, совершающих вычислительную работу.
Объекты X, удовлетворяющие правилу (29), сочетают в себе 
признаки вакантных объектов и объектов-констант:
orphan(X, A) if objconst(X, A). 
orphan(X, A) if objvacant(X, A). (29) 
Если совокупность отношений не пуста, то в ней всегда име-
ются объекты X, обеспечивающие истинность (29). 
Введем правило (30),  конкретизирующее объекты X:
kid(X, A) if ~r( _, Out, _, _, A), member(X, Out), not 

parent(X, _, A). (30) 

Если совокупность отношений {R} не пуста, то в ней всегда 
имеются объекты, конкретизирующие X при истинности (30). 
С любым из объектов Z, для которых утверждение kid(Z, A)
ложно, можно сопоставить объект Y с истинным значением 
предиката kid(Y, A), если исходную совокупность отношений 
дополнить отношением 
~r([Z|[ ]], [Y|[ ]], _, copy, A)., (31) 
в котором функция copy присваивает значения объекта Z
значениям объекта Y. В соответствии с (24 – 28) статус зна-
чения Y эквивалентен статусу значения Z. Поэтому объект Y
можно считать выразителем значения Z и при необходимости 
«распространять» через Y действие (30) на объект Z.
Пусть совокупность отношений {R} имеет совместный со-
став (18). Состав корректен, если для любого X истинно (32): 

not ancestor(X, X, _). (32) 
Именованную (возможно, пустую) совокупность отношений 
{R}, обладающую корректным составом, будем называть 
алгоритмом (геометрической машиной). Принадлежность 
отношения к алгоритму в (6) выражается параметром A.
Алгоритм представляет собой объект, инкапсулирующий все 
отношения своего состава и объявленные в них объекты.
Создание алгоритма заключается в сопоставлении с ним пус-
той совокупности отношений {R}=[ ] и присвоении ему уни-
кального имени. Вычислительная работа алгоритма состоит в
согласованном выполнении вычислительной работы всех 
отношений его состава, приводящей к нахождению значений 
всех декларированных объектов.
Конструирование КГМ в Симплексе – это, прежде всего, мо-
дификация состава отношений алгоритма. Определены две 
основные операции модификации состава: включение отно-
шения в состав алгоритма и исключение отношения из его 
состава. Модификация состава является причиной активиза-
ции предиката execute (11),  для выполнения вычислительной 
работы всех отношений алгоритма.
Алгоритм как объект сам может быть выражен в форме от-
ношения. Будем формально относить к естественным вход-
ным и выходным параметрам алгоритма все его объекты, для 
которых истинны утверждение (33) и (34) соответственно.
Любой из объектов алгоритма можно отнести к естественным 
выходным параметрам, при условии выполнения (31). 
input (A, L) if bagof (X, orphan (X, A), L). (33) 
output (A, L) if bagof (X, kid (X, A), L). (34) 
Исключение отношения из совокупности {R}, не нарушает 
корректности его состава. Наоборот, включение отношения-
претендента R* в совокупность отношений {R}, способно 
нарушить корректность {R+R*}.  
Пусть алгоритм A определен на непротиворечивой совокуп-
ности отношений {R}. Совокупность отношений утрачивает 
свойство совместности, если в нем можно выделить хотя бы 
одну несовместную пару (17).  Обозначим количество выход-
ных параметров отношения R* величиной k. Так как все вы-
ходные параметры R* различны (4), то оно способно образо-
вать в {R} до k несовместных пар. Целевое утверждение 
has_contrariety (35), позволяет выявить m≤k отношений R1,
противоречащих R*=~r(_, Out, _, _, A). 
has_contrariety(R, ~r(_, Out, _, _, A), R1) if 

member(R1, R), contrariety (R1, ~r(_, Out, _, _, A))). (35) 
Отношение-претендент R*=~r(In, Out, _, _, A) не образует 
противоречивых пар с отношениями из R, если оно успешно 
конкретизирует аргументы правила no_contrariety (36). 
no_contrariety(R, ~r(_, Out, _, _, A)) if mem-
b ( 1 ) i ( 1 ( O A)).

(36) 
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ber(R1, R), not contrariety(R1, ~r(_, Out, _, _, A)). 
Отношение-претендент R*=~r(In, Out, _, _, A) не образует 
циклической зависимости объектов в новом составе алгорит-
ма A, если достижима цель, выраженная антецедентом им-
пликации (37). 
no_cycle (R, ~r(In, Out, _, _, A)) if not (mem-

ber(~r(In1, _, _, _, A), R), member(X, In1), member(X,
Out), member(~r(_, Out2, _, _, A), R), member(Y,
Out2),  member(X, In)). 

(37) 

При выполнении составной цели (38), являющейся условием 
обеспечения корректности состава алгоритма,
no_contrariety (R, R*), no_cycle (R, R*). (38) 
отношение-претендент R* может быть включено в его состав.
Операция включения отношения в состав алгоритма приво-
дит к ликвидации вакансии объекта X, если истинно (39) 
~r(_, Out, _, _, A), member (X, Out), objvacant(X, A). (39) 
Операции, обусловленные изменением состава отношений 
алгоритма A и приводящие к неуспеху цели (38), будем назы-
вать устранением противоречия отношений. Противоречие 
может быть устранено одним из двух способов:
1) с сохранением прежнего (корректного) состава {R} ал-

горитма A, при этом претендент R* отвергается;
2) с включением отношения-претендента R* в состав {R}. 
Первый способ тривиален. Во втором случае из состава {R}
должны быть исключены все отношения R1, успешно кон-
кретизирующие (35), а отношение R* включено в {R}.  
Алгоритм как преобразователь может рассматриваться с по-
зиций открытости или закрытости его структуры. На алго-
ритм с закрытой структурой распространяются свойства про-
стых отношений (4). Любое отношение с открытой структу-
рой и корректным составом {R} – сложное. В отличие от 
простого отношения требование обязательной зависимости 
всех выходных параметров от любого из входных параметров 
в сложном отношении утрачивает силу. В данном случае пра-
вило (37)  и цель (38) не могут быть применены непосредст-
венно. Для поддержания корректности {R} необходимо оп-
ровергать факт присутствия циклической зависимости всех 
выходных параметров A, учитывая как внутреннюю структу-
ру A, так и влияние внешних связанных с A отношений.
Сложное отношение – основа для группового проектирования 

и классификации КГМ, а также создания открытых функцио-
нальных наборов вычислительных процедур. Сложное отно-
шение (алгоритм Am) «скрывает» в себе общие функцио-
нальные механизмы модели, а управление вычислительными 
процессами осуществляется за счет организации обратных 
связей внешними отношениями {Rk} (рис. 1). 
Подводя итог, отметим, что КГМ в среде системы Симплекс 
представлена алгоритмами, логическими правилами и факта-
ми, составляющими единый проект. Симплекс синтезирует 
корректный состав отношений КГМ на этапах конструирова-

ния или применения модели. Динамическую реорганизацию 
программы во время ее исполнения можно осуществлять с
помощью системных предикатов addline(R) и removeline(A,
X), подчиненных правилам (35) – (38). В названных предика-
тах R – добавляемое отношение, A – алгоритм, X – объект,
декларированный в удаляемом отношении. Типовая про-
грамма, созданная на основе КГМ, состоит из следующих 
компонентов:
• программно неизменяемой секции DATABASE – 

совокупности отношений, генерируемых средой 
Симплекса;• секции PROGRAM, в которой допускается размещение 
необязательной логической программы на диалекте язы-
ка PROLOG и осуществляется динамический синтез от-
ношений посредством предикатов addline и removeline.

Вычисления осуществляется посредством исполнения сис-
темной цели execute над множеством отношений всех алго-
ритмов проекта Симплекса и инициируются любым измене-
нием состава отношений или по запросу логической про-
граммы. Логический интерпретатор системы осуществляет 
решение и иных пользовательских целевых утверждений,
составляющих секцию GOALS. 
3. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДИКИ 
Рассмотрим несколько примеров анализа и синтеза КГМ,
осуществляемых в среде системы Симплекс.
Устранения дублированных отношений в КГМ 
Пусть {R} такова, что истинно 
~r(In, Out1, Fm, F, A), ~r (In, Out2, Fm, F, A), Out1≠≠≠≠

Out2. (40) 
Два отношения (40) дублируют друг друга, т.е. выполняют 
одну и ту же вычислительную работу. Присутствие в алго-
ритме отношений (40) не нарушает корректность его состава.
Однако в целях сокращения временных затрат на вычисления 
одно из отношений следует изъять, переименовав при этом 
входные параметры Y всех отношений из {R} на X (41).  
nth(N, X, Out1), nth(N, Y, Out2), X≠≠≠≠Y. (41) 
Введем правило подстановки (42) [8] для синтеза термов 
subst(Old, New, Old, New). 
subst(Old, New, T, T) if constant(T), T≠≠≠≠Old.
subst(Old, New, T, T1) if compound(T),  functor(T, F,

N),  functor(T1, F, N),  subst(N, Old, New, T, T1). 
subst(N, Old, New, T, T1) if N>0, arg(N, T, Arg), 

subst(Old, New, Arg, Arg1), arg(N, T1, Arg1),  
N1=N-1, subst(N1, Old, New, T, T1). 

subst(0, Old, New, T, T1). 

(42) 

Упрощение алгоритма достигается за счет выполнения целе-
вого утверждения (43) 
simplify(~r(In, Out1, Fm, F, A), ~r(In, Out2, Fm, F, A), 

R, RR, RNew) if member(RR, R), ~r (In, Out2, Fm,
F, A≠≠≠≠ RR, member(X, Out1), nth(N, X, Out1), nth(N,
Y, Out2), subst(Y, X, RR, RNew)., 

(43) 

где RNew – отношение с измененными входными параметра-
ми, модифицировавшими параметры отношения RR. В ре-
зультате модификации RR\RNew возможно появление новых 
дублирующих пар. Следовательно, следует осуществлять 
проверку (43) до окончательного неуспеха цели (40). 
Реструктуризация КГМ для параллельных вычислений 
Под «уровнем» объекта в алгоритме будем понимать число N,
определенное правилом level (44) 
level (A, X, 0) if orphan (X, A), ! . (44) 

Am

Z {Rk}
X Y

U

X

Рис. 1
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level (A, X, N) if findall (N1, parentlevel (A, X, N1), L), 
maximum2 (L, N2), N=N2+1. 

parentlevel (A, X, N) if parent (A, Y, X), level (A, Y, N). 
maximum2 ([X|Xs], M) if max (Xs, X, M). 
max ([X|Xs], Y, M) if X<=Y, max (Xs, Y, M). 
max ([X|Xs], Y, M) if X>Y, max (Xs, X, M). 
max ([ ], M, M). 

 

Независимость объектов X с одинаковым значением уровня 
N допускает одновременность (параллельность) выполнения 
вычислительной работы декларирующих их отношений за 
m+1 тактов, где m – максимальное значение уровня в алго-
ритме. Данный факт может быть использован для проектиро-
вания и аппаратной реализации специализированных вычис-
лительных устройств.
Пример встроенной в систему экспертной функции 
Приведенная программа составляет часть экспертной подсис-
темы Симплекса, выявляющей изоморфизм моделей, и пред-
назначена для доказательства (и учета этого факта при моде-
лировании) инцидентности объектов в конфигурации Дезарга 
(рис. 2). 
PROGRAM 
inc(A,B) if ~r([[A], [_]], [B], _, 'Прямая точкой и углом', _). 
inc(A,B) if ~r([[A], [_]], [B], _, 'Прямая двумя точками', _). 
inc(A,B) if ~r([[_], [A]], [B], _, 'Прямая двумя точками', _). 
inc(A,B) if ~r([[A], [_]], [B], _, 'Точка пересечения прямых', _). 
inc(A,B) if ~r([[_], [A]], [B], _, 'Точка пересечения прямых', _). 
inc(A,B) if ~r([[A], [_]], [B], _, 'Точка инцид. с объектом', _). 
inc(B,A) if ~r([[A], [_]], [B], _, 'Прямая точкой и углом', _). 
inc(B,A) if ~r([[A], [_]], [B], _, 'Прямая двумя точками', _). 
inc(B,A) if ~r([[_], [A]], [B], _, 'Прямая двумя точками', _'). 
inc(B,A) if ~r([[A], [_]], [B], _, 'Точка пересечения прямых', _). 
inc(B,A) if ~r([[_], [A]], [B], _, 'Точка пересечения прямых', _). 
inc(B,A) if ~r([[A], [_]], [B], _, 'Точка инцид. с объектом', _). 
 

incid(A, B) if inc(A, B). 
incid(P8, L) if triplet(O4, P8, A, B), triplet(O8, P8, A1, B1), 

O4≠≠≠≠O8, A1>A, B1>B, B>A, B1>A1, triplet(O1, S, A, A1), 
triplet(O2, S, B, B1), O1≠≠≠≠O2, triplet(O3, S, C, C1), C1>C,
O2≠≠≠≠O3, O1≠≠≠≠O3, triplet(O6, A, C, P9), triplet(O5, B, C, P1), 
triplet(O7, A1, C1, P9), triplet(O9, B1, C1, P1), inc(L, P9), 
inc(L, P1). 

 
line(A) if ~r (_, [A], _, 'Прямая точкой и углом', _). 
line(A) if ~r (_, [A], _, 'Прямая двумя точками', _). 
 
point(A) if ~r(_, [A], _, 'Точка пересечения прямых', _). 
point(A) if ~r(_, [A], _, 'Точка принадлежит объекту', _). 
point(A) if ~r(_, [A], _, 'Точка задана координатами', _). 
 
triplet(O,A,B,C) if inc(O,A),inc(O,B),inc(O,C),A≠≠≠≠B,B≠≠≠≠C,A≠≠≠≠C.

DATABASE 
~r ([[-293],[26.5]], [s], '0', 'Точка задана координатами', 'D'). 
~r ([[s],[12.6]], [o1], '0', 'Прямая точкой и углом', 'D'). 
~r ([[s],[350.2]], [o2], '0', 'Прямая точкой и углом', 'D'). 
~r ([[s],[323.1]], [o3], '0', 'Прямая точкой и углом', 'D'). 
~r ([[o1],[1.448]], [a], '0', 'Точка инцид. с объектом', 'D'). 
~r ([[o2],[1.054]], [b], '0', 'Точка инцид. с объектом', 'D'). 
~r ([[o3],[2.261]], [c], '0', 'Точка инцид. с объектом', 'D'). 
~r ([[o1],[3.924]], [a1], '0', 'Точка инцид. с объектом', 'D'). 
~r ([[o2],[5.387]], [b1], '0', 'Точка инцид. с объектом', 'D'). 
~r ([[o3],[3.987]], [c1], '0', 'Точка инцид. с объектом', 'D'). 
~r ([[a],[b]], [o4], '0', 'Прямая двумя точками', 'D'). 
~r ([[b],[c]], [o5], '0', 'Прямая двумя точками', 'D'). 
~r ([[a],[c]], [o6], '0', 'Прямая двумя точками', 'D'). 
~r ([[a1],[c1]], [o7], '0', 'Прямая двумя точками', 'D'). 
~r ([[a1],[b1]], [o8], '0', 'Прямая двумя точками', 'D'). 
~r ([[b1],[c1]], [o9], '0', 'Прямая двумя точками', 'D'). 
~r ([[o7],[o6]], [p9], '0', 'Точка пересечения прямых', 'D'). 
~r ([[o5],[o9]], [p1], '0', 'Точка пересечения прямых', 'D'). 
~r ([[p9],[p1]], [l], '0', 'Прямая двумя точками', 'D'). 
~r [[o4],[o8]], [p8], '0', 'Точка пересечения прямых', 'D'). 
GOALS 
incid(p8,X). 
SOLUTION 
X=o4; X=o8; X=l.
Каждая новая точка унифицирует переменную P в цели 
incid(P, L). L – прямая, претендующая на установление при-
знака инцидентности с P.
Моделирование поверхностей и управление их формой 
Пусть задан алгоритм A с двумя входными и тремя выход-
ными параметрами. Структура A закрыта, следовательно,
характер функции r=r(u,v), определяющей в трехмерном 
пространстве поверхность αααα, неизвестен. Зададимся началь-
ными и конечными значениями параметров u и v – uн, uк и vн,
vк и разобьем интервалы [uн, uк] и [vн, vк] на m и n частей 
соответственно. Т.о. получено дискретное множество из 
k=(m+1)(n+1) параметрических узлов. Для моделирования 
поверхности дискретным множеством точек, инцидентных с
αααα, необходимо рассчитать все p отношений алгоритма k раз.

kA =kp (45) 
kA – суммарные временные затраты, необходимые на одно-
кратный расчет отношений алгоритма A. При открытой 
структуре A количество вычислений может быть сокращено 
на формальной основе.

Рис. 2
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Введем несколько правил, оптимизирующих расчет по вре-
менному критерию. Два объекта независимы, если истинно 
(46). 
independent (X, Y, A) if not ancestor (A, X, Y), not 

ancestor (A,Y, X). (46) 
Для соблюдения условия независимости тройки выходных 
объектов x, y и z необходимо успешное выполнение цели (47) 
independent (X,Y,A), independent (X,Z,A), independent 

(Y,Z,A). (47) 
при конкретизации X=x, Y=y, Z=z. Аналогичные ограниче-
ния накладываются на параметры u и v

independent (U,V,A). (48) 
при конкретизации U=u, V=v. Для выражения r=r(u,v) необ-
ходимо, чтобы каждая из координат x, y и z была зависимой 
от обоих входных параметров u и v.
ancestor (A,U,X), ancestor (A,V,X), ancestor (A,U,Y), 

ancestor (A,V,Y), ancestor (A,U,Z), ancestor (A,V,Z). (49) 
Отношения, используемые для расчета значений x, y и z, со-
ставляют подмножество {R}xyz алгоритма A и выявляются 
целью inXYZ посредством трехкратного применения (50) с
конкретизациями X=x; X=y; X=z.
inXYZ(R, X, A) if ancestor (A, V, X), R=relation(_, 

Out, _, A),  member(X, Out). (50) 
Не вошедшие в {R}xyz отношения алгоритма A составляют 
подмножество {R}\{R}xyz, в процессе расчета координат то-
чек не участвуют и, следовательно, могут быть исключены из 

рассмотрения без ущерба для решения поставленной задачи.
Эффективность расчета можно повысить, если осуществить 
выбор лучшег
став которой р

группа
отноше
ний 
{R}0
{R}u
{R}v
{R}uv 

Пусть на мом
меняется и со
ются четыре г
u и v. Обознач

затраты, необходимые для однократного расчета отношений 
по группам {R}0,{R}u,{R}v и {R}uv соответственно.

k0+ku+kv+kuv=k{R}xyz, (51) 
где k{R}xyz – суммарные временные затраты, необходимые 
для однократного расчета отношений совокупности {R}xyz.
Из сравнения с (45) видно, что k{R}xyz≤ kA.
Значения объектов, декларированных отношениями группы 
{R}0, остаются неизменными на протяжении всего расчета, и
поэтому их вычисление однократно. Для обеспечения выбора 
всевозможных пар значений ui и vj, i=1…m, j=1…n организу-
ется двойной вложенный цикл, в котором в качестве внешне-
го параметра выбирается параметр u, а в качестве внутренне-
го – v. Тогда группы отношений {R}0,{R}u,{R}v и {R}uv рас-
пределяются относительно тела цикла в соответствии с при-
знаком зависимости от u и v следующим образом:
1. Отношения {R}0 выносятся за пределы двойного цикла.
2. Отношения группы {R}u находятся в области действия 

внешнего параметра цикла u.
3. Отношения групп {R}v и {R}uv находятся в общей об-

ласти действия параметров u и v.
При таком распределении отношений в цикле суммарные 
временные затраты tuv для расчета всех точек поверхности 
рассчитываются по формуле:

tuv=k0+mku+mnkv+mnkuv. (52) 
При обратном порядке параметров u и v в цикле 

tvu=k0+nkv+mnku+mnkuv. (53) 
Коэффициент f (54), рассчитываемый с использованием фор-
мул (52) и (53), выражает отношение временных затрат с раз-
личным порядком выбора параметров u и v. Значение f слу-
жит критерием выбора стратегии расчета до его реального 
осуществления.

f=m (ku+nkv) / n / ( kv + mku ) (54) 

е примера приведем одну из конструктивных схем,
нных автором, реализующую ключевой метод мо-
ия поверхности. Основные принципы ключевых и
чевых методов моделирования поверхностей изло-
] и [10]. 
 и p20 находятся в непосредственной зависимости 
тров u и v, изменяющихся в пределах [0…1] каж-

Рис. 3
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о из вариантов последовательности {R}xyz, со-
егулируется порядком следования ui и vj.
 
-

кол-во 
отноше-
ний 

u v

k0 не зависят не зависят 
ku зависят не зависят 
kv не зависят зависят 
kuv зависят зависят 

ент расчета точек αααα состав алгоритма A не из-
блюдены условия (47) – (50). В {R}xyz выделя-
руппы отношений по признаку зависимости от 
им через k0, ku, kv и kuv суммарные временные 

В качеств
разработа
делирован
гиперклю
жены в [9
Точки p5
от параме
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дый. Геометрическое построение, приведенное на рис. 3, ус-
танавливает связь точек p5 и p20 с выходными параметрами 
данного алгоритма – величинами xm, ym и zm. xm есть при-
ращение по X между точками Y1V1Z3V3 и Mx; ym есть при-
ращение по Y между точками Mx и M3; zm есть приращение 
по Y между точками M1 и Mx. Управление формой поверх-
ности осуществляется интерактивным воздействием на сво-
бодные геометрические объекты (29) представленной модели.
Лоскут синтезированной поверхности изображен на рис. 4. 
Решение позиционных задач на моделях многомерных про-
странств 
Система Симплекс обеспечивает технологию объектно-
ориентированного визуального проектирования (ООП) КГМ.
Производный класс объектов определяется как структура,
состоящая из объектов как непроизводных (встроенных в
систему), так и производных классов. Использование значе-
ний экземпляров таких объектов осуществляется через обра-
щение к специальным алгоритмам – методам классов.
Описание класса начинается с его именования и указания 
признака наследования (если он есть). Для совершения вы-
числительной работы над объектами класса необходимо 
спроектировать или использовать готовые методы, а также 
определить их интерфейс – входные и выходные параметры 
(аналогично (33) и (34)). Вызов метода – это ввод в проект 
обычного отношения. Описание технологии декларативно-
визуального проектирования методов выходит за рамки дан-
ной статьи.
Для объектов производных классов допускается создание 
метода с пустым списком выходных параметров. Такой метод 
носит название метода глобальных переменных класса. Он 
представляет собой общую и единственную для всех методов 
совокупность отношений, которая исполняется в первую оче-
редь при обращении к любому методу как во время исполне-
ния вычислительной работы, так и на этапе проектирования 
КГМ. Метод M глобальных переменных класса может согла-
совываться с построениями задачи через входные параметры.

~r (In, [ ], Fm, Fconst, M)., (55) 
Технология ООП находит применение в проектировании 
КГМ с дискретно-непрерывными структурами, в частности 
при моделировании пространств высших размерностей.
Приведем пример проектирования метода, предназначенного 
для построения точки пересечения трехмерного пространства 
и прямой в четырехмерном пространстве на модели G4

22 [3]. 
(Курсивом выделены вспомогательные отношения, необхо-
димые для визуализации построений при проектировании). 
Ядро модели [3], [4] выражено двумя исключенными прямы-
ми u1 и u2, инкапсулированными в классе g_422. В классе 
определен метод глобальных переменных, «распространяю-
щий» значения u1 и u2 во все потомки класса g_422. Линей-
ные объекты четырехмерного пространства – точка, прямая,
плоскость и трехмерное пространство выражены классами 
point, line, plane и space соответственно и являются наслед-
никами класса g_422.
Ядро модели G4

22 : g_422[u1, u2] (u1, u2)
Прямая <u1> координатами <-459>, <268>, <481>, <133>. 
Прямая <u2> координатами <-409>, <-136>, <485>, <-99>. 
На модели G4

22  объект класса point представлен двумя точ-
ками плоскости.
Точка задана точками полей point[t1, t2] (point; t1, t2)
Точка <t1> задана координатами <-146> и <97>. 
Точка <t2> задана координатами <-67> и <-56>. 

Прямая на модели G4
22 (класс line) выражена двумя прямоли-

нейными рядами точек, задающими проективитет pr в точеч-
ных рядах. Прямая задана объектами point1 и point2. Ядро 
оказывает влияние на точечные ряды через точки p5 и p6.
Прямая задана двумя точками: line[l1, l2, pr] (line; point1,
point2)
Точка <p1> задана координатами <-232> и <147>. 
Точка <p2> задана координатами <-273> и <-78>. 
Точка <p3> задана координатами <-22> и <169>. 
Точка <p4> задана координатами <53> и <-91>. 
Точка <point1> образуется методом "Точка задана точка-
ми полей" класса "point": Точка первого поля <p1>, Точка 
второго поля <p2>
Точка <point2> образуется методом "Точка задана точка-
ми полей" класса "point": Точка первого поля <p3>, Точка 
второго поля <p4>
Прямая <l1> задана точками <point1.t1> и <point2.t1>. 
Прямая <l2> задана точками <point1.t2> и <point2.t2>. 
Точка <p5> есть пересечение прямых <l1> и <u1>. 
Точка <p6> есть пересечение прямых <l2> и <u2>. 
Проективитет <pr> с носителями <l1>-<l2> и парами точек 

<point1.t1>-<point1.t2>, <point2.t1>-<point2.t2>, <p5>-<p6>. 
Трехмерное пространство на модели G4

22 (класс space) выра-
жено двумя пучками прямых, задающими проективитет pr в
линейных пучках. Пространство задано парой центров пуч-
ков (инцидентных с u1 и u2 соответственно) и двумя парами 
лучей этих пучков. Третья пара прямых определена ядром 
(прямые u1 и u2).  
Трехмерное пространство задано пучками: space[pr]
(space; p1, o1, o2, p2, o3, o4) :
Точка <p1> принадл. объекту <u1> с параметром <0.2>. 
Точка <p2> принадл. объекту <u2> с параметром <0>. 
Прямая <o1> задана точкой <p1> и углом <30> к оси OX. 
Прямая <o2> задана точкой <p1> и углом <50> к оси OX. 
Прямая <o3> задана точкой <p2> и углом <20> к оси OX. 
Прямая <o4> задана точкой <p2> и углом <80> к оси OX. 
Проективитет <pr> с ценртрами <p1> - <p2> и парами пря-
мых <u1> - <u2> , <o2> - <o3>, <o1> - <o4> .
Задача о нахождении точки пересечения трехмерного про-
странства с прямой линией в четырехмерном пространстве 
сводится к поиску двойных точек проективитета (рис. 5). 
Точка пересечения пространства и прямой (point3; line1,
space1): 

Рис. 5
Точка <p1> принадл. объекту <u1> с параметром <0.2>. 
Точка <p2> принадл. объекту <u2> с параметром <0.3>. 
Прямая <o1> задана точкой <p1> и углом <50> к оси OX. 
Прямая <o2> задана точкой <p1> и углом <75> к оси OX. 
Прямая <o3> задана точкой <p2> и углом <30> к оси OX. 
Прямая <o4> задана точкой <p2> и углом <120> к оси 

OX. 
space <space1> образуется методом "Пространство зада-
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но пучками" класса "space": Центр 1 <p1>, Прямая 1 1 <o2>, 
Прямая 1 2 <o1>, Центр 2 <p2>, Прямая 2 1 <o3>, Прямая 2 
2 <o4>
Точка <p3> задана координатами <-232> и <147>. 
Точка <p4> задана координатами <-273> и <-78>. 
Точка <p5> задана координатами <-22> и <169>. 
Точка <p6> задана координатами <53> и <-91>. 
Точка <point1> образуется методом "Точка задана точка-
ми полей" класса "point": Точка первого поля <p3>, Точка 
второго поля <p4>
Точка <point2> образуется методом "Точка задана точка-
ми полей" класса "point": Точка первого поля <p5>, Точка 
второго поля <p6>
Прямая <line1> образуется методом "Прямая двумя точ-
ками" класса "line": Точка 1 <point1>, Точка 2 <point2>
Точка <p19> есть пересечение прямых <o4> и <line1.l2>. 
Точка <p20> есть пересечение прямых <o3> и <line1.l2>. 
Образ <p21> точки <p19> в проективитете <line1.pr> в пер-
вом поле.
Образ <p22> точки <p20> в проективитете <line1.pr> в пер-
вом поле.
Точка <p23> есть пересечение прямых <line1.l1> и <u1>. 
Точка <p24> есть пересечение прямых <line1.l1> и <o1>. 
Точка <p25> есть пересечение прямых <o2> и <line1.l1>. 
Проективитет <pr5> с носителями <line1.l1> - <line1.l1> и
парами точек <p23> - <p23> , <p22> - <p25>, <p21> - <p24> .
Точки <p26> и <p27> - дв. точки проективитета <pr5>. 
Образ <p7> точки <p24> в проективитете <line1.pr> во вто-
ром поле.
Образ <p8> точки <p25> в проективитете <line1.pr> во вто-
ром поле.
Точка <p9> есть пересечение прямых <line1.l2> и <u2>. 
Проективитет <pr1> с носителями <line1.l2> - <line1.l2> и
парами точек <p9> - <p9> , <p8> - <p20>, <p7> - <p19> .
Точки <p10> и <p11> - дв. точки проективитета <pr1>. 
Точка <point3> образуется методом "Точка задана точками 
полей" класса "point": Точка первого поля <p10>, Точка вто-
рого поля <p11>
Виртуализация понятия ядра в сочетании с механизмом на-
следования открывает новые возможности для классифика-
ции моделей многомерных пространств. Переход между мо-
делями эквивалентных классов может быть осуществлен 
формальной заменой ядер и их согласованием с текущими 
параметрами среды задачи.
4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Разработанные методики автоматизированного синтеза и
анализа КГМ с использованием системы Симплекс позволи-
ли:
• снять инструментальные ограничения, сопутствовавшие 

геометро-синтетическому методу решения задач 
• повысить практическую значимость и подтвердить целе-

сообразность применения теоретических разработок,
выполненных методами конструктивной геометрии;

• разработать средства автоматизации научного труда для 
ведения исследований путем синтеза и реализации новых 
геометрических теорий и моделей.

С применением системы Симплекс решен ряд практических 
задач. Среди них:
• представление геометрических объектов и решение за-

дач на евклидовой и проективной плоскостях;
• представление объектов линейных многомерных про-

странств на моделях с дискретно-непрерывной структу-
рой;

• реализация конструктивных методов проектирования 
поверхностей для задач САПР;

• оптимизация и автоматизированное преобразование кон-
структивных геометрических алгоритмов по критериям 
минимизации их сложности и сокращения вычислитель-
ных затрат синтезируемых программ;

• логический анализ геометрических структур в задачах 
распознавания и классификации;

• синтез изображений с использованием конструктивных 
методов в целях автоматизации операций графического 
дизайна;

• автоматизация деятельности преподавателя и учащегося 
при обучении начертательной геометрии;

В настоящее время система Симплекс обеспечивает автома-
тический перевод разработанных в ее среде геометрических 
моделей в программы на алгоритмических языках Паскаль и
Пролог, а также осуществляет информационный обмен с
иными системами геометрического моделирования посредст-
вом форматов DXF, AI, CMX. 
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