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1 Ââåäåíèå
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è
ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòðîâûõ îáúåêòîâ â íåïðåðûâíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ. Òàêèå çàäà÷è ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â
êîìïüþòåðíîé ãðàôèêå, ïðè àíàëèçå è ïðåîáðàçîâàíèè
èçîáðàæåíèé, â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ.
Â ðàáîòå [Tanase 2005] îïèñàí ìåòîä ñåãìåíòàöèè
(äåêîìïîçèöèè) ìíîãîóãîëüíîé ôèãóðû íà �çíà÷èìûå
÷àñòè� íà îñíîâå ïðÿìîëèíåéíîãî ñêåëåòà. Ïðè ýòîì
�çíà÷èìîñòü ÷àñòåé� îòìå÷åíà ÷èñòî âèçóàëüíî è íå
ïîêàçàíî ïðèëîæåíèé, â êîòîðûõ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ
äàííîå ðàçáèåíèå. Êðîìå òîãî â ðàçáèåíèè [Tanase
2005] äëÿ äâóõ ïîõîæèõ ôèãóð íåîáÿçàòåëüíî âûäåëÿòñÿ
îäíè è òå æå �çíà÷èìûå ÷àñòè�. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
òàêîå ðàçáèåíèå òðóäíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
ðàñïîçíàâàíèÿ.
Â ðàáîòå [Äîìàõèíà 2007] ïðåäëîæåí ìåòîä ñêåëåòíîé
ñåãìåíòàöèè ðàñòðîâûõ îáúåêòîâ íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ
ãðàíè÷íî-ñêåëåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Îí ìîæåò
áûòü ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ
ãîìåîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ ðàñòðîâûõ îáúåêòîâ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñòðîèòñÿ ñêåëåòíàÿ ñåãìåíòàöèÿ
êàæäîãî ðàñòðîâîãî îáúåêòà. Åñëè äâå ñêåëåòíûå
ñåãìåíòàöèè èçîìîðôíû, òî äëÿ êàæäîé ïàðû ñåãìåíòîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó â èçîìîðôèçìå, ñòðîèòñÿ èõ
ãîìåîìîðôíîå îòîáðàæåíèå. Ïðè ýòîì åñëè èñïîëüçîâàòü
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â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè ðàñòðîâîãî èçîáðàæåíèÿ
ìíîãîóãîëüíóþ ôèãóðó ìèíèìàëüíîãî ïåðèìåòðà, à â
êà÷åñòâå ñêåëåòà � ìíîæåñòâî ñðåäèííûõ îñåé, êëàññ
èçîáðàæåíèé, äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü áóäåò
èìåòü èçîìîðôíóþ ñåãìåíòàöèþ, ÷ðåçâû÷àéíî óçîê.
Ýòî çàòðóäíÿåò èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà â ðåàëüíûõ
ïðèëîæåíèÿõ.
Â ðàáîòå [Ìåñòåöêèé and Ïåòðîâà 2006] îïèñàíà
çàäà÷à ðàñ÷åòà ãîìåîìîðôèçìà îäíîñâÿçíûõ
ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé ñ èçîìîðôíûìè áàçîâûìè
ñêåëåòàìè. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò
êîððåêòíî ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ
ãîìåîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ äðóã íà äðóãà îáúåêòîâ,
èìåþùèõ ñîäåðæàòåëüíî áëèçêèå ôîðìû. Çàäà÷à,
ñôîðìóëèðîâàííàÿ â [Ìåñòåöêèé and Ïåòðîâà 2006]
èìååò ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:
• Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàíû èçîìîðôíûå ñêåëåòíûå

ïîäãðàôû � áàçîâûå ñêåëåòû.
• Íå îïèñàíî ðåøåíèå çàäà÷è ïðîâåðêè îáúåêòîâ íà

ñîäåðæàòåëüíóþ áëèçîñòü.
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé
ðàñøèðèòü ðàáîòû [Ìåñòåöêèé and Ïåòðîâà 2006]
è [Äîìàõèíà 2007], â ÷àñòíîñòè ñíÿòü óêàçàííûå
îãðàíè÷åíèÿ.
• Äëÿ äâóõ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé ôîðìóëèðóåòñÿ

çàäà÷à ïîèñêà èõ ε-áëèçêèõ àïïðîêñèìàöèé ñ
èçîìîðôíûìè ñêåëåòàìè.

• Ïðåäëàãàåòñÿ êîíñòðóêòèâíûé ìåòîä ïîèñêà
ε-áëèçêèõ àïïðîêñèìàöèé äâóõ ðàñòðîâûõ
èçîáðàæåíèé, äëÿ êîòîðûõ ñêåëåòíûå ñåãìåíòàöèè,
ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ìåòîäà, îïèñàííîãî â ðàáîòå
[Äîìàõèíà 2007] ïîëó÷àþòñÿ èçîìîðôíûìè.

2 Èçîìîðôèçì ñêåëåòîâ è ñêåëåòíûõ
ñåãìåíòàöèé

2.1 Àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôèãóðà è åå ñêåëåò

Íîðìàëüíàÿ îáëàñòü [Choi et al. 1997] � îãðàíè÷åííàÿ
çàìêíóòàÿ îáëàñòü, ãðàíèöà êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ êîíòóðîâ,
êàæäûé èç êîòîðûõ â ñâîþ î÷åðåäü ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî
÷èñëà ó÷àñòêîâ àíàëèòè÷åñêèõ êðèâûõ.
Íàçîâåì àïïðîêñèìèðóþùåé ôèãóðîé F (ïðîñòî
ôèãóðîé) àïïðîêñèìàöèþ ðàñòðîâîãî èçîáðàæåíèÿ
íåêîòîðîé íîðìàëüíîé îáëàñòüþ.
Ñêåëåòîì ôèãóðû ma(F ) [Ìåñòåöêèé 2005] íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî öåíòðîâ ìàêñèìàëüíûõ âïèñàííûõ â íåå
îêðóæíîñòåé. Ñêåëåò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëàíàðíûé
ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ öåíòðû
îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ ãðàíèöû ôèãóðû â òð¼õ
è áîëåå òî÷êàõ, à ðåáðàìè � ñåðåäèííûå îñè, ëèíèè,



ñîñòîÿùèå èç öåíòðîâ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ
ãðàíèöû ôèãóðû â äâóõ è áîëåå òî÷êàõ. Ãðàíè÷íî-
ñêåëåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ðàñòðîâîãî èçîáðàæåíèÿ
[Ìåñòåöêèé 1998] � ýòî ñêåëåò àïïðîêñèìèðóþùåé
ôèãóðû âìåñòå ñ ìíîæåñòâîì âñåõ âïèñàííûõ ïóñòûõ
êðóãîâ.

2.2 Èçîìîðôèçì ñêåëåòîâ

Ïóñòü G è H � ãðàôû,

V (G) è V (H) � ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôîâ G è H,

E(G) è E(H) � ìíîæåñòâà ðåáåð ãðàôîâ G è H,

f : V (G) → V (H) � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
ìíîæåñòâà V (G) íà ìíîæåñòâî V (H),

r : E(G) → E(H) � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
E(G) íà E(H).

Îáîçíà÷èì Q óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (f, r).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Q � èçîìîðôíîå îòîáðàæåíèå
(èçîìîðôèçì) ãðàôà G íà ãðàô H, åñëè âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùåå óñëîâèå: âåðøèíà v èíöèäåíòíà ðåáðó e
â ãðàôå G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðøèíà
f(v) èíöèäåíòíà ðåáðó r(e) â ãðàôå H. Åñëè òàêîé
èçîìîðôèçì Q ñóùåñòâóåò, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàôû
G è H èçîìîðôíû.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà ñêåëåòà èçîìîðôíû (ðèñ.
3ñ), åñëè îíè èçîìîðôíû êàê ãðàôû è ïðè îáõîäå
âåðøèí ñîõðàíÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèñÿ÷èõ
âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó â èçîìîðôèçìå
ãðàôîâ (ðèñ. 1a � ñêåëåòû íå èçîìîðôíû, õîòÿ ãðàôû
èçîìîðôíû).

2.3 Ñêåëåòíàÿ ñåãìåíòàöèÿ

Ïîä ñåãìåíòàöèåé (äåêîìïîçèöèåé) ôèãóðû áóäåì
ïîíèìàòü åå ðàçáèåíèå íà êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îáëàñòåé
(ñåãìåíòîâ).

Ñêåëåòíîé ñåãìåíòàöèåé [Äîìàõèíà 2007] ôèãóðû
áóäåì íàçûâàòü å¼ ñïåöèàëüíîå ðàçáèåíèå íà
ñîáñòâåííûå îáëàñòè ðåáåð ñêåëåòà. Ñîáñòâåííàÿ
îáëàñòü ðåáðà ñêåëåòà [Ìåñòåöêèé and Ïåòðîâà
2006] � ýòî ìèíèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî òî÷åê
ôèãóðû, îãðàíè÷åííîå ðåáðîì ñêåëåòíîãî ãðàôà è
ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàäèàëüíûìè îòðåçêàìè.

Ãðàô ñìåæíîñòè ñåãìåíòàöèè � ïëîñêèé ãðàô,
âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ñåãìåíòàì, äâå
âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå
èì ñåãìåíòû ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè â ðàçáèåíèè (òî åñòü
èìåþò îáùóþ ãðàíèöó).

Ñåãìåíòàöèè íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè
èçîìîðôíû èõ ãðàôû ñìåæíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè íåïðåðûâíûå ñêåëåòû äâóõ
ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé èçîìîðôíû, òî èçîìîðôíû è èõ
ñêåëåòíûå ñåãìåíòàöèè.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü èçîìîðôíûå
ñêåëåòíûå ñåãìåíòàöèè íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñêåëåòû
àïïðîêñèìèðóþùèõ ôèãóð áûëè èçîìîðôíû.

Ðèñ. 1: Ïðîáëåìà �ïåðåõë¼ñòà�:
a � íåèçîìîðôíûå ÷àñòè ñêåëåòà;
b � èçîìîðôíûå ïîñëå ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèé

.

2.4 Ïðîáëåìû �øóìîâûõ âåòâåé� è �ïåðåõë¼ñòà�

Åñëè ðàññìîòðåòü ìíîãîóãîëüíûå àïïðîêñèìàöèè
(íàïðèìåð, ìíîãîóãîëüíèêàìè ìèíèìàëüíîãî ïåðèìåòðà)
äâóõ, äàæå î÷åíü ñõîäíûõ âèçóàëüíî, ðàñòðîâûõ
èçîáðàæåíèé, èõ íåïðåðûâíûå ñêåëåòû áóäóò èìåòü
ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ (ðèñ. 4b) è íå áóäóò èçîìîðôíû
Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà íåðîâíîñòåé
ãðàíèöû, êîòîðûå ïîðîæäàþò �øóìîâûå âåòâè�. Ïîýòîìó
÷àñòî, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [Ìåñòåöêèé and Ðåéåð
2003], [Äîìàõèíà 2007], [Ìåñòåöêèé and Ïåòðîâà 2006]
èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñòðèæêè ñêåëåòà, íàïðèìåð,
âûäåëåíèå åãî ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòè � áàçîâîãî
ñêåëåòà [Ìåñòåöêèé and Ðåéåð 2003].
Áàçîâûì ñêåëåòîì ôèãóðû E ñ òî÷íîñòüþ ε [Ìåñòåöêèé
and Ðåéåð 2003] íàçûâàåòñÿ òàêîé ìèíèìàëüíûé
ïîäãðàô ñêåëåòà ôèãóðû E, ÷òî ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà
ρH(E, F ) < ε , ãäå F � ñèëóýò áàçîâîãî ñêåëåòà �
îáúåäèíåíèå âñåõ âïèñàííûõ â E êðóãîâ, öåíòðû
êîòîðûõ ëåæàò íà áàçîâîì ñêåëåòå.
Ïîñëå ñòðèæêè ñîçäàåòñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî áàçîâûé
ñêåëåò îòðàæàåò ñòðóêòóðó (ôîðìó) ôèãóðû.
Îäíàêî, ìîãóò âîçíèêíóòü ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ïðè
íåçíà÷èòåëüíûõ èçìåíåíèÿõ ôèãóðû ïðîèñõîäèò
�ïåðåõë¼ñò� ðåáåð ñêåëåòà (ðèñ. 1à), êîãäà áëèçêî
ðàñïîëîæåííûå âåðøèíû ñêåëåòà �ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè�.
Ïðè ýòîì íåáîëüøèå ñòðóêòóðíûå èçìåíåíèÿ ìîãëè
áû èñïðàâèòü ñèòóàöèþ (ðèñ. 1b). Èçìåíåíèÿ ñêåëåòà
ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ êîíòóðà ôèãóðû (ãðàíèöû
àïïðîêñèìèðóþùåé ôèãóðû). Åñëè ïîñìîòðåòü íà ýòó
ïðîáëåìó ñ îáðàòíîé ñòîðîíû, òî ìîæíî ïðèéòè ê
âûâîäó, ÷òî èñïîëüçîâàíèå äðóãîé àïïðîêñèìèðóþùåé
ôèãóðû ìîãëî áû èçáàâèòü îò �ïåðåõë¼ñòîâ�. Îòñþäà
âîçíèêàåò çàäà÷à ïîèñêà òàêèõ àïïðîêñèìèðóþùèõ
ôèãóð èñõîäíûõ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé, ÷òî èõ
íåïðåðûâíûå ñêåëåòû èçîìîðôíû.

3 Çàäà÷à ïîèñêà àïïðîêñèìàöèé
ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé ñ èçîìîðôíûìè
íåïðåðûâíûìè ñêåëåòàìè

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ïîèñêà
àïïðîêñèìàöèé ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé ñ èçîìîðôíûìè
íåïðåðûâíûìè ñêåëåòàìè íåîáõîäèìî:
• ââåñòè ïîíÿòèå ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàñòðîâûì

èçîáðàæåíèåì è åãî àïïðîêñèìàöèåé;



Ðèñ. 2: Ïðèìåðû àïïðîêñèìèðóþùèõ ôèãóð.

• îïðåäåëèòü êëàññ ôèãóð, àïïðîêñèìèðóþùèõ
ðàñòðîâîå èçîáðàæåíèå ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

3.1 Ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàñòðîâûì èçîáðàæåíèåì è
åãî àïïðîêñèìàöèåé

Îáîçíà÷èì
N2 � ìíîæåñòâî òî÷åê ðàñòðà,
R2 � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâà
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;
ρ(, ) � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå íà R2.
Ïóñòü äàíî ðàñòðîâîå áèíàðíîå èçîáðàæåíèå I ∈ N2, â
êîòîðîì ÷åðíûå ïèêñåëè îòíîñÿòñÿ ê èçîáðàæåíèþ, à
áåëûå - ê ôîíó.
Îáîçíà÷èì
Db ⊆ N2 � ìíîæåñòâî ÷åðíûõ òî÷åê ðàñòðà;
Dw ⊆ N2 � ìíîæåñòâî áåëûõ òî÷åê ðàñòðà: Dw = N2\Db;
Cb ⊆ R2 � ôèãóðà, àïïðîêñèìèðóþùàÿ ðàñòðîâîå
èçîáðàæåíèå;
Cw ⊆ R2 � äîïîëíåíèå Cb: Cw = R2 \ Cb;
d(b, Cb) = min

b∗∈Cb

ρ(b, b∗),∀b ⊆ R2;

d(w, Cw) = min
w∗∈Cw

ρ(w, w∗), ∀w ⊆ R2;

d(b, Db) = min
b∗∈Db

ρ(b, b∗),∀b ⊆ R2;

d(w, Dw) = min
w∗∈Dw

ρ(w, w∗),∀w ⊆ R2;

H(Cb, Db) = max
b∈Cb

{d(b, Db) + d(b, Cb)} =

= max
b∈Cb

{d(b, Db))}+ max
b∈Cb

{d(b, Cb)};

H(Cw, Dw) = max
w∈Cw

{d(w, Dw) + d(w, Cw)} =

= max
w∈Cw

{d(w, Dw)}+ max
w∈Cw

{d(w, Cw)};

Íî åñëè Db ⊆ Cb, òî ∀b ∈ Cb d(b, Cb) = 0
è åñëè Dw ⊆ Cw, òî ∀w ∈ Cw d(w, Cw) = 0, ïîýòîìó
H(Cb, Db) = max

b∈Cb

{d(b, Db)};

H(Cw, Dw) = max
w∈Cw

{d(w, Dw)}.

Îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàñòðîâûì áèíàðíûì
èçîáðàæåíèåì è åãî àïïðîêñèìèðóþùåé ôèãóðîé
µ(Db, Cb) êàê ìàêñèìóì èç äâóõ ðàññòîÿíèé:
1. ìåæäó ÷åðíûìè òî÷êàìè ðàñòðîâîãî èçîáðàæåíèÿ è

àïïðîêñèìèðóþùåé ôèãóðîé è

I1
a−−−−−→ F MinPer

1 + ma1
b−−−−−→ sil(S∗1 )

c−−−−−→ Seg∗1

∼=
y ∼=

y
I2

a−−−−−→ F MinPer
2 + ma2

b−−−−−→ sil(S∗2 )
c−−−−−→ Seg∗2

Ðèñ. 3: Ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è 1
a � ïîñòðîåíèå ìíîãîóãîëüíîé ôèãóðû ìèíèìàëüíîãî
ïåðèìåòðà (ÌÌÔ) è íåïðåðûâíîãî ñêåëåòà ÌÌÔ
b � ïðåîáðàçîâàíèå ñêåëåòà mai â ñêåëåò S∗i è
ïîñòðîåíèå ñèëóýòà sil(S∗i )
c � ïîñòðîåíèå ñêåëåòíîé ñåãìåíòàöèè

2. ìåæäó áåëûìè òî÷êàìè ðàñòðà è äîïîëíåíèåì ê
àïïðîêñèìèðóþùåé ôèãóðå.

µ(Db, Cb) = max{H(Db, Cb), H(Dw, Cw)} (1)

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîëîæèòü µ∗(Db, Cb) = H(Db, Cb),
òî åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó áåëûìè ïèêñåëÿìè
è äîïîëíåíèåì ôèãóðû íå ó÷èòûâàòü. Òîãäà
àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôèãóðà íå áóäåò îòðàæàòü íè
ôîðìó ðàñòðîâîãî èçîáðàæåíèÿ (ðèñ.2b), íè ñâÿçíîñòü
(ðèñ.2c). Ïðè èñïîëüçîâàíèè µ (1) ôèãóðû 2b è 2c áóäóò
èìåòü ðàññòîÿíèå äî ðàñòðîâîãî èçîáðàæåíèÿ ãîðàçäî
áîëüøåå, ÷åì ôèãóðà 2à. Ïðè èñïîëüçîâàíèè µ∗ �
ïðèìåðíî îäèíàêîâîå.

3.2 Êëàññ ôèãóð, àïïðîêñèìèðóþùèõ ðàñòðîâîå
èçîáðàæåíèå ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ

Ïóñòü ε > 0 ôèêñèðîâàíî.

Îïðåäåëèì êëàññ ôèãóð Fε, àïïðîêñèìèðóþùèõ
ðàñòðîâîå èçîáðàæåíèå I ñ òî÷íîñòüþ ε êàê ìíîæåñòâî
ôèãóð, ðàññòîÿíèå (1) îò êîòîðûõ äî èçîáðàæåíèÿ íå
ïðåâîñõîäèò ε, òî åñòü

Fε = {f : µ(f, I) < ε} (2)

3.3 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Äëÿ äâóõ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé I1 è I2

ïîñòðîèòü èõ àïïðîêñèìèðóþùèå ôèãóðû F1 ∈ Fε è
F2 ∈ Fε, ñêåëåòû êîòîðûõ èçîìîðôíû ma(F1) ∼= ma(F2).

Ââåäåì ïîíÿòèå ñèëóýò ñêåëåòíîãî ïîäãðàôà. Ïóñòü
S ⊆ ma � ñêåëåòíûé ïîäãðàô ñêåëåòà ma ôèãóðû
F . Òîãäà ñèëóýòîì ñêåëåòíîãî ïîäãðàôà sil(S) íàçîâåì
îáúåäèíåíèå âñåõ ìàêñèìàëüíûõ êðóãîâ, âïèñàííûõ â F ,
öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò íà S.

Âåðøèíà ñêåëåòà, èìåþùàÿ îäíî èíöèäåíòíîå ðåáðî,
íàçûâàåòñÿòåðìèíàëüíîé, áîëåå îäíîãî - óçëîì ñêåëåòà.
Ðåáðî, èíöèäåíòíîå òåðìèíàëüíîé âåðøèíå íàçûâàåòñÿ
òåðìèíàëüíûì.

Ïóñòü

I1 è I2 � äâà ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèÿ;

F MinPer
1 è F MinPer

2 � èõ àïïðîêñèìàöèè
ìíîãîóãîëüíûìè ôèãóðàìè ìèíèìàëüíîãî ïåðèìåòðà;



Ðèñ. 4: Ïîèñê àïïðîêñèìàöèé ñ èçîìîðôíûìè
ñêåëåòàìè
a � èñõîäíûå ðàñòðîâûå èçîáðàæåíèÿ:
b � ãðàíè÷íî-ñêåëåòíîå ïðåäñòàâëåíèå íà îñíîâå
ìíîãîóãîëüíîé ôèãóðû ìèíèìàëüíîãî ïåðèìåòðà;
c � èçîìîðôíûå àïïðîêñèìàöèè;
d � èçîìîðôíûå ñêåëåòíûå ñåãìåíòàöèè

.

ma1 è ma2 � ñêåëåòû (medial axis) ìíîãîóãîëüíûõ ôèãóð
F MinPer

1 è F MinPer
2 ñîîòâåòñòâåííî.

Îñíîâíóþ èäåþ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: (ðèñ.3 è ðèñ.4)

Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è 1

1. Àïïðîêñèìàöèÿ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé I1 è I2

ìíîãîóãîëüíûìè ôèãóðàìè ìèíèìàëüíîãî
ïåðèìåòðà F MinPer

1 è F MinPer
2 (ñõåìà 3a).

2. Ïîñòðîåíèå íåïðåðûâíûõ ñêåëåòîâ ma1 è ma2 ôèãóð
F MinPer

1 è F MinPer
2 (ðèñ.4b, ñõåìà 3a).

3. Âûïîëíåíèå íàä íåïðåðûâíûìè ñêåëåòàìè
ma1 è ma2 ñïåöèàëüíûõ îïåðàöèé äâóõ òèïîâ:
"ñòðèæêà" è "îáúåäèíåíèå áëèçêèõ óçëîâ" äî
âûïîëíåíèÿ îäíîãî èç äâóõ êðèòåðèåâ îñòàíîâà:

(a) íàéäåíû S∗1 ∼= S∗2 ,

(b) ñèëóýòû ñêåëåòíûõ ïîäãðàôîâ S∗1 è S∗2 ,
ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ýòèõ îïåðàöèé
îòëè÷àþòñÿ îò I1 è I2 íå áîëåå ÷åì íà ε â
ìåòðèêå µ (ðèñ.4c,ñõåìà 3b).

4. Åñëè â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åííûå ñêåëåòíûå ïîäãðàôû
èçîìîðôíû S∗1 ∼= S∗2 , òî ðåøåíèåì çàäà÷è 1
ÿâëÿþòñÿ àïïðîêñèìèðóþùèå ôèãóðû sil(S∗1 ) è
sil(S∗2 ).

3.4 Îïåðàöèè íàä ñêåëåòîì

3.4.1 Îïåðàöèÿ �Ñòðèæêà�

Ñòðèæêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîå óäàëåíèå
îòäåëüíûõ ðåáåð ñêåëåòà. Îñíîâîé ïðîöåññà ñòðèæêè
ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé, ïî êîòîðîìó äîëæíî ïðèíèìàòüñÿ
ðåøåíèå î çàâåðøåíèè ïðîöåññà.
Àëãîðèòì ñòðèæêè
Âõîä:
ε ∈ R+ � ôèêñèðîâàííûé ïàðàìåòð çàäà÷è 1;
α ∈ R+, α < ε � ïàðàìåòð ñòðèæêè;

F MinPer
1 , F MinPer

2

ma1 è ma2 - ñêåëåòû F MinPer
1 è F MinPer

2 ñîîòâåòñòâåííî.
Âûõîä:

S1 ⊆ ma1 : µ(sil(S1), I1) < α;

S2 ⊆ ma2 : µ(sil(S2), I2) < α;

F1 = sil(S1) : F1 ∈ Pα;

F2 = sil(S2) : F2 ∈ Pα;

1. Ïðîñìîòðåòü âñå òåðìèíàëüíûå ðåáðà òåêóùåãî
ñêåëåòà, è íàéòè òî, ïîñëå óäàëåíèÿ êîòîðîãî,
õàóñäîðôîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó èñõîäíîé
ìíîãîóãîëüíîé ôèãóðîé è ñèëóýòîì íîâîãî ñêåëåòà
áóäåò íàèìåíüøèì.

2. Åñëè ýòî ðàññòîÿíèå áóäåò ìåíüøå α � óäàëèòü
âåòâü è ïåðåéòè ê øàãó 1, èíà÷å çàâåðøèòü ðàáîòó

3.4.2 Îïåðàöèÿ �Îáúåäèíåíèå áëèçêèõ óçëîâ ñêåëåòà�

Îïåðàöèÿ �îáúåäèíåíèå áëèçêèõ óçëîâ ñêåëåòà� ìåíÿåò
ñòðóêòóðó ñêåëåòà ïóòåì ñëèÿíèÿ áëèçêèõ óçëîâ ñêåëåòà
â îäèí.
Ñìåæíûìè ðåáðàìè ñêåëåòà íàçûâàþòñÿ ðåáðà,
èìåþùèå îáùóþ èíöèäåíòíóþ âåðøèíó.
Âåòâüþ ñêåëåòà íàçîâåì ëîìàíóþ ëèíèþ èç ñìåæíûõ
èäóùèõ ïîäðÿä ðåáåð ñêåëåòà, ñîåäèíÿþùóþ äâà óçëà
ñêåëåòà, âêëþ÷àþùóþ â ñåáÿ òîëüêî âåðøèíû ñòåïåíè
ðàâíîé äâóì.
Àëãîðèòì îáúåäèíåíèÿ
Âõîä:

ε ∈ R+, α ∈ R+, α < ε

F1 = sil(S1) : F1 ∈ Fα;

F2 = sil(S2) : F2 ∈ Fα;

Âûõîä:
S′1 : µ(F ′1 = sil(S′1), I1) < ε

S′2 : µ(F ′2 = sil(S′2), I2) < ε

Îáúåäèíåíèå ïàð óçëîâ ïðîâîäèòñÿ â äâà ýòàïà:



1. Óðàâíèâàíèå ÷èñëà óçëîâ â ñêåëåòàõ ôèãóð F1 è
F2, âûïîëíÿÿ îáúåäèíÿå òîëüêî â îäíîé ôèãóðå, â
êîòîðîé óçëîâ áîëüøå.

2. Ïîî÷åðåäíîå îáúåäèíåíèå óçëîâ â ôèãóðàõ F1 è F2

äî âûïîëíåíèÿ êðèòåðèåâ îñòàíîâà.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì îáúåäèíåíèÿ îäíîé ïàðû óçëîâ.

1. Íàéòè äâà óçëà ñêåëåòà V1 è V2, ðàññòîÿíèå ìåæäó
êîòîðûìè ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ïàð óçëîâ ÿâëÿåòñÿ
íàèìåíüøèì, è ïóòü èç îäíîãî óçëà â äðóãîé ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîé âåòâè.

2. Ïðîâåðèòü, áóäåò ëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ñèëóýòîì
ñêåëåòà ïîñëå îáúåäèíåíèÿ îòëè÷àòüñÿ îò èñõîäíîé
ôèãóðû áîëåå ÷åì íà ε. Åñëè ýòî íåâåðíî,
àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó, íà âûõîäå ðåçóëüòàò:
èçîìîðôèçìà íåò (íàïðèìåð, ðèñ.5à)

3. Íîâûé ñêåëåò è íîâûé ñèëóýò ïîëó÷àþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñ.4c è ðèñ.5b).

(a) Îáúåäèíèòü óçëû V1 è V2 â îäèí óçåë V . Ïóñòü
V1 óæå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì îáúåäèíåíèÿ k1

óçëîâ, à V2 � k2 óçëîâ. Òîãäà êîîðäèíàòû
íîâîãî óçëà âû÷èñëÿþòñÿ òàê:

V =
k1V1 + k2V2

k1 + k2
(3)

(b) Íàïðàâèòü â íîâûé óçåë V âíåøíèå âåòâè,
âõîäÿùèå â èñõîäíûå óçëû V1 è V2 (äâèãàòü
òîëüêî êðàéíèå îòðåçêè âåòâåé).

(c) Îáîçíà÷èì ρ(V, Vi) = ∆i è R′i = Ri + ∆i

(d) Ðàäèóñ îêðóæíîñòè â íîâîì óçëå V ðàâåí

R =
R′1 + R′2

2
(4)

(e) Ðàäèóñ îêðóæíîñòè íà íîâûõ âåòâÿõ ìåíÿåòñÿ
ëèíåéíî îò R äî ðàäèóñîâ îñòàëüíûõ âåðøèí
ñêåëåòà.

4. Ïðîâåðèòü ñêåëåò òåêóùåé ôèãóðû è
ôèêñèðîâàííîé äðóãîé íà èçîìîðôèçì, åñëè
íå èçîìîðôíû, ïåðåéòè ê øàãó 1.

5. Äëÿ íåêîòîðûõ ñêåëåòîâ ìîæíî ïîñòðîèòü
íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ èçîìîðôèçìîâ. Â çàâèñèìîñòè
îò çàäà÷è ìîæíî âûäâèíóòü êðèòåðèé êîððåêòíîñòè
K íàéäåííîãî èçîìîðôèçìà. Äëÿ çàäà÷ ìîðôèíãà
èçîáðàæåíèé ìîæíî, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå òàêîãî
êðèòåðèÿ èñïîëüçîâàòü èíâàðèàíòíîñòü îòíîøåíèÿ
äëèí èçîìîðôíûõ âåòâåé â äâóõ ôèãóðàõ. Åñëè
ïîñòðîåííûé èçîìîðôèçì óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ
K, òî àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó, íà âûõîäå S′1 è
S′2 è èõ ñèëóýòû, èíà÷å ïåðåõîäèì ê øàãó 1.

Çàìå÷àíèå. Îïåðàöèÿ �îáúåäèíåíèå� ÿâëÿåòñÿ
åñòåñòâåííîé. Åñëè äâå îêðóæíîñòè áëèçêè � çíà÷èò,
ñêîðåå âñåãî, ýòî îäíà îêðóæíîñòü. Ïðèìåð òîãî, êàê
ìåíÿåòñÿ ñèëóýò ôèãóðû ïðè îïåðàöèè �îáúåäèíåíèÿ� íà
ðèñ.6.

Ðèñ. 5: Îïåðàöèÿ "îáúåäèíåíèå": à � íåâûïîëíåíèå
óñëîâèÿ áëèçîñòè ñ ôèãóðîé ïîñëå îáúåäèíåíèÿ; b �
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ áëèçîñòè � ïðèìåð óñïåøíîãî
îáúåäèíåíèÿ

.

Ðèñ. 6: Èçìåíåíèå ñèëóýòà ïðè îáúåäèíåíèè äâóõ
áëèçêèõ óçëîâ ñêåëåòà

.

3.5 Îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà ïîèñêà
àïïðîêñèìàöèé

Óòâåðæäåíèå 2. F ′1 è F ′2 � ôèãóðû, ãðàíèöû êîòîðûõ
ñîñòîÿò èç îòðåçêîâ è äóã îêðóæíîñòåé.
Óòâåðæäåíèå 3. Àïïðîêñèìèðóþùèå ôèãóðû,
ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà,
îòíîñÿòñÿ ê êëàññó Fε: F ′1 ∈ Fε è F ′2 ∈ Fε.
Ýòî ñëåäóåò èç àëãîðèòìà �îáúåäèíåíèÿ�.
Îñíîâíàÿ ãèïîòåçà. Äëÿ ëþáûõ çàäàííûõ ðàñòðîâûõ
èçîáðàæåíèé I1 è I2 è îïðåäåëåííîì êëàññå ôèãóð
Fε, àïïðîêñèìèðóþùèõ ðàñòðîâûå èçîáðàæåíèÿ ñ
ôèêñèðîâàííîé òî÷íîñòüþ ε, ñóùåñòâóåò 0 ≤ α ≤ ε �
ïàðàìåòð ñòðèæêè � òàêîé, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä
äàåò ðåøåíèå çàäà÷è 1.
Ïðè âàðüèðîâàíèè α îò 0 äî ε, ìåíÿåòñÿ âêëàä îïåðàöèé
�ñòðèæêà� è �îáúåäèíåíèå�, ÷òî ìîæåò ïîçâîëèòü íàéòè
èñêîìûå àïïðîêñèìàöèè ñ èçîìîðôíûìè ñêåëåòàìè.

3.6 Âûáîð äîïóñòèìîé òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèé

Â çàâèñèìîñòè îò ïðèëîæåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ðåøàåòñÿ
çàäà÷à 1, òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ε ìîæíî âûáèðàòü ïî-
ðàçíîìó. Åñëè ïîëîæèòü òî÷íîñòü ðàâíîé îäíîìó
ïèêñåëþ (ε = 1), òî íèêàêèõ âàæíûõ ñâîéñòâ
èñõîäíûå ðàñòðîâûå èçîáðàæåíèÿ íå ïîòåðÿþò. Ïðè
àïïðîêñèìàöèè ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé ïîãðåøíîñòü â
îäèí ïèêñåëü èìååò ìåñòî áûòü âñåãäà.
Äëÿ èçîáðàæåíèé ñ çàøóìëåííîé ãðàíèöåé òî÷íîñòü
ìîæíî âûáèðàòü èñõîäÿ èç îöåíêè çàøóìëåííîñòè.



Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à 1 ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèÿ äëÿ
íàïåðåä çàäàííîãî ε.

Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàñòðîâûõ
èçîáðàæåíèé I1 è I2 ìîæíî ïîäîáðàòü òàêóþ òî÷íîñòü
àïïðîêñèìàöèè ε, ÷òî çàäà÷à 1 áóäåò èìåòü ðåøåíèå
âñåãäà.

Â ðåàëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ íåò ñìûñëà ïîäáèðàòü áîëüøîå
ε äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1. Ïðè íèçêîì êà÷åñòâå
àïïðîêñèìàöèè ìîãóò ïîòåðÿòüñÿ âàæíûå ñâîéñòâà
èñõîäíûõ èçîáðàæåíèé. Ïîýòîìó åñëè ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëîé òî÷íîñòè ε ðåøåíèÿ çàäà÷à 1 íå èìååò, ìîæíî
ãîâîðèòü î òîì, ÷òî äëÿ äàííûõ èçîáðàæåíèé íåëüçÿ
ïîñòðîèòü èçîìîðôíûå ñêåëåòíûå ñåãìåíòàöèè.

4 Çàêëþ÷åíèå
• Ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ε-áëèçêèõ

àïïðîêñèìàöèé ñ èçîìîðôíûìè ñêåëåòàìè äëÿ äâóõ
ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé.

• Ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è äëÿ
çàðàíåå ôèêñèðîâàííîãî ε.

• Â îñíîâå ìåòîäà ðåøåíèÿ ëåæèò èäåÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêåëåòà ìíîãîóãîëüíîé ôèãóðû
ìèíèìàëüíîãî ïåðèìåòðà ñ ïîìîùüþ äâóõ
åñòåñòâåííûõ îïåðàöèé íàä ñêåëåòîì: ñòðèæêè
è îáúåäèíåíèÿ áëèçêèõ óçëîâ. Ïåðâàÿ óáèðàåò
�øóìîâûå� âåòâè ñêåëåòà. Âòîðàÿ îáúåäèíÿåò
áëèçêèå îêðóæíîñòè â îäíó.

• Ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû íà ðåàëüíûõ
èçîáðàæåíèÿõ. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî
äëÿ âèçóàëüíî ñõîäíûõ èçîáðàæåíèé àëãîðèòì
íàõîäèò ε-áëèçêèå àïïðîêñèìàöèè ñ èçîìîðôíûìè
ñêåëåòàìè, à äëÿ èçîáðàæåíèé ñ ðàçíîé ñòðóêòóðîé,
ðåçóëüòàòîì ðàáîòû àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ âûâîä î
òîì, ÷òî çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ.

• Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ àïïðîêñèìàöèé ñ
èçîìîðôíûìè ñêåëåòàìè ìîæíî ñòðîèòü
èçîìîðôíûå ñêåëåòíûå ñåãìåíòàöèè, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è ïðåîáðàçîâàíèÿ
ôîðìû ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé. Ðàáîòà èìååò
ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñðàâíåíèÿ
ôîðì è ðàñïîçíàâàíèÿ.
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Abstract
Isomorphic continuous skeletons of 2-D raster images are
considered in this paper. The problem of searching the con-
tinuous ε-close approximations having isomorphic skeletons
is formulated for two raster images. The de�nition of dis-
tance between binary raster image and it's approximation is
given. The method of such approximations searching is pro-
posed. The proposed approach can be applied to computer
graphics and recognition problems.
Keywords: raster image, raster image approximation, con-
tinuous skeleton, skeletons isomorphism, skeletal segmenta-
tion


