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Аннотация 
В докладе рассматривается проблема сегментации изобра-
жения посредством иерархической последовательности 
кусочно-постоянных приближений, минимально отличаю-
щихся от изображения по суммарной квадратичной ошиб-
ке. Предлагается получать приближения комбинированным 
методом кластеризации/сегментации на основе метода 
Уорда кластеризации пикселей изображения, в котором 
предусматривается снижение числа сегментов в бинарной 
иерархии кластеров за счет реклассификации пикселей из 
одного кластера в другой. В случае цветовых изображений, 
предлагаемый метод применяется сначала для выравнива-
ния и снижения числа кластеров пикселей в каждой из 
RGB–компонент, а затем для кластеризации, в частности, 
сегментации, цветового изображения в целом. В результате 
достигается заметное улучшение качества приближений 
изображения, а их кодирование в инвариантном виде обес-
печивает разметку изображения для обнаружения объектов.  
Ключевые слова: изображение, приближение, бинарная 
иерархия, минимизация, суммарная квадратичная ошибка, 
метод Уорда, метод Оцу, модель Мамфорда–Шаха. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Доклад относится к области распознавания цифровых изо-
бражений на первоначальной стадии «приведения данных к 
удобному для распознавания виду» [6], «локализации объ-
ектов» [5], извлечения и упорядочения «глобально-
локальной информации» [1]. Более конкретно, речь идет о 
проблеме сегментации, трактуемой нами как стадия авто-
матического выделения на изображении, доступных для 
анализа и распознавания вложенных изображений, име-
нуемых объектами, которые обнаруживает на исходном 
изображении компьютер. Допускается, что в общем случае, 
пиксели объекта составляют на изображении кластер из 
того или иного числа несмежных связных сегментов. Та-
ким образом, в нашем понимании, термины «изображе-
ние», «объект», «кластер» употребляются в сходном смыс-
ле. 
Если изображение состоит из изображений, то последние, в 
свою очередь, также разделяются на изображения, и сег-
ментация выполняется посредством итеративного разделе-
ния изображения до тех пор, пока оно не распадется на 
некоторое множество тривиальных кластеров из одинако-
вых пикселей, которые полагаются неделимыми. Таким 
образом, мы вычисляем не единственное разбиение изо-
бражения, как при традиционной сегментации, а иерархию 
разбиений изображения на объекты, которая отражает не-
однозначность изображения. Другим отличием нашей 
обобщенной интерпретации сегментации является то, что 
для каждого объекта автоматически генерируется целочис-
ленная инвариантная метка, обозначение объекта, которое 
не зависит от предусмотренных преобразований или иска-
жений исходного изображения. При этом числовые значе-
ния инвариантных меток кодируют иерархию сопоставляе-
мых им объектов. 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Для нахождения иерархии объектов решается задача опти-
мизации качества требуемых разбиений [2], которое при 
каждом значении числа кластеров  оценивается по вели-

чине суммарной квадратичной ошибки  изображения 
относительно своего кусочно-постоянного приближения с 
усредненными по кластерам значениями пикселей. Так как 
последовательность оптимальных приближений изображе-
ния, описываемая минимально возможными значениями 
суммарной квадратичной ошибки E в общем случае, не 
является иерархической, возникает задача аппроксимации 
оптимальных приближений иерархией квазиоптимальных 
приближений, описываемых значениями 
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где g  – общее число тривиальных кластеров. 

При этом полагается, что для последовательности  
сохраняется свойство выпуклости: 

)(kE

( ) ( ) ( )
1,...,3,2,

2

11
−=

+
≤

+−
gkEEE

kk
k , (2) 

которое характерно для мажорируемой последовательности 
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Если для кластеров пикселей устанавливается условие, что 
они не должны состоять из нескольких несмежных сегмен-
тов, то задача кластеризации сводится к задаче иерархиче-
ской сегментации изображения, т.е. получению последова-
тельности приближений изображений разбиениями с 

 связными сегментами, и соответствующей 

последовательности  значений сум-
марной квадратичной ошибки. Если условие не минимизи-
рует, а только ограничивает число связных сегментов в 
составе кластера, то ставится задача получения приближе-
ний с промежуточными значениями 
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По существу, требуется алгоритм комбинированной кла-
стеризации/сегментации, который в одном предельном 
случае обеспечивает иерархическую квазиоптимальную 
кластеризацию пикселей, а в другом – иерархическую сег-
ментацию изображения, при которой число кластеров сов-
падает с числом связных сегментов. 

3. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОБОСНОВАНИЕ 

Суммарная квадратичная ошибка )(kE  для приближения 
из  кластеров вычисляется суммированием суммарных 
квадратичных отклонений  значений пикселей каждого 
кластера от их среднего значения: 
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Если –й кластер рассматривать как результат слияния i j  
вложенных кластеров , то суммарное квадра-
тичное отклонение  для –го кластера получается сум-
мированием квадратичных отклонений  для вложенных 
кластеров и некоторой неотрицательной добавки, характе-
ризующей средний взвешенный разброс квадратов евкли-

довых попарных расстояний 
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,  кластеров pI qI p  и  из  и  пикселей в цветовом 
RGB пространстве [12]: 
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Если в качестве j  вложенных кластеров иметь в виду три-
виальные кластеры, на которые распадается обсуждаемый 

-й кластер, то в (5) сумма , очевидно, обращается в 0. 
Если в качестве тривиальных кластеров рассматриваются 
отдельные пиксели, то в (5) следует также положить 

 и . Тогда (5), с точностью до множителя, 
совпадает с выражением для дисперсии значений пикселей  

–го кластера, которое активно применяется в [8 – 10] для 
теоретической и практической разработки методов класте-
ризации. Таким образом, (5) обобщает аналогичную фор-
мулу из [8 – 10] на случай тривиальных кластеров из не-
скольких или многих пикселей. 
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Для случая 2  пары вложенных кластеров, из (4), (5) 
несложно получить [12] выражения для приращений сум-
марной квадратичной ошибки 
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слиянии пары кластеров 1  и , а также их коррекции по-
средством реклассификации пикселей кластера 1  из 
кластера 1  в кластер 2 : 
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где , ,  – число пикселей, в кластерах , , , а 
, ,  – трехмерные центры кластеров 1 , 2 , 3 . 
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Именно выражение (6) минимизируется при слиянии сег-
ментов изображения в версиях [4, 12] модели сегментации 
Мамфорда-Шаха [14], и либо с дополнительным множите-
лем, либо с аддитивной добавкой используется в ее версиях 
[7, 13]. Формула (7) интересна тем, что из нее выводится 
классический метод K-means [2] и обобщенный метод K-
meanless [10], который в нашей версии [12] отличается тем, 
что предусматривает операции с наборами пикселей. 

4. ИНВАРИАНТНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 

Для автоматической разметки поля изображения целочис-
ленными метками, обозначениями объектов используется 
инвариантное представление изображения, разработанное  
и запатентованное в задачах стеганографии [11]. Представ-
ление )  цветового изображения )  из трех 
RGB–компонент называется инвариантным, так как не 
зависит от умножения значений пикселей изображения на 
положительное число 0

,,( wvuH ,,( wvu

>α  и сдвига значений пикселей 
любой компоненты на одинаковую величину: 
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где  – тривиальные компоненты изображения, 
состоящие из одинаковых пикселей. 

BGR ccc ,,

Преобразование H  коммутирует с преобразованием P : 
PHHP = ,   (9)  

где под преобразованием P  можно понимать: 
a) произвольную перестановку цветовых компонент; 
b) преобразование цветовой компоненты в негатив; 
c) масштабирование изображения посредством дублирова-
ния пикселей. Перестановочность аргументов в  
означает, что функция преобразования цветовой компонен-
ты зависит только от двух других компонент и не зависит 
от номера компоненты: 

),,( wvuH
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причем, не меняется при перестановке индексов: 
uvvu HH ,, = . При этом преобразование цветовой компо-

ненты серого изображения из одинаковых компонент сов-
падает с преобразованием данной цветовой компоненты 
при двух других тривиальных: 

uHuH uucc ,, = ,   (11) 

где  – тривиальная матрица из одинаковых пикселей, 
например, из одних 0. Таким образом, программная реали-
зация преобразования 

c

H  цветового изображения поддер-
живает одно и то же преобразование одномерной компо-
ненты в составе серого изображения из трех одинаковых 
цветовых компонент или монохромного изображения при 
обнулении остальных. 
При заданном алгоритме разделения нетривиального кла-
стера на пару вложенных инвариантное представление 
( )wHvHuH vuwuwv ,,, ,, , по существу, является результатом 
целочисленной «оцифровки» средних яркостей вложенных 
кластеров. Оно строится посредством кодирования знаков 
разностей средних яркостей вложенных кластеров в итера-
тивном алгоритме, подобном алгоритму получения двоич-
ного кода числа, в котором для учета при кодировании 
неделимых тривиальных кластеров используется не двоич-
ное, а троичное значение коэффициентов разложения по 
степеням 2. При этом по результирующему инвариантному 
представлению вычисляются предыдущие – посредством 
арифметических операций [11]. 

5. КЛАСТЕРИЗАЦИЯ И СЕГМЕНТАЦИЯ 

Комбинированный метод сегментации изображения по-
средством кластеризации пикселей поясняется на примере 
стандартного изображения «Лена» из 256×256 пикселей и 
трех одинаковых RGB-компонент (рис. 1). 
На рис. 1 показаны кусочно-постоянные приближения изо-
бражения, в которых усредненные по кластерам значения 
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пикселей на первом шаге кодирования [11] просто замене-
ны значениями 0 и 2 числовых кодов инвариантного пред-
ставления яркости и нормализованы на рабочий диапазон. 

   
Рис. 1. Кластеризация пикселей и сегментация изобра-

жения в инвариантном представлении 
Суть обсуждаемого метода состоит в том, что сначала для 
изображения методом Уорда [16] строится квазиоптималь-
ная бинарная иерархия кластеров, которая получается ите-
ративным слиянием кластеров начального разбиения изо-
бражения на пиксели из условия , где 

 раскрывается в (6). Затем берется разбиение мно-
жества пикселей изображения на пару вложенных класте-
ров (рис. 1, слева), и число сегментов итеративно редуци-
руется за счет реклассификации пикселей неизолирован-
ных сегментов из одного вложенного кластера в другой. 
Очередность реклассификации устанавливается из условия 

, где  вычисляется согласно (7). 
Коррекция пары вложенных кластеров по числу сегментов 
продолжается до выполнения установленного правила ос-
танова, например, условия неповторяющихся площадей 
сегментов (рис. 1, в центре), или, при безусловной коррек-
ции, продолжается до тех пор, пока во вложенных класте-
рах не останется по одному сегменту (рис. 1, справа). 

min=Δ mergeE

mergeEΔ

Δ correctE min= correctEΔ

По завершению формирования вложенных кластеров, каж-
дый из них рассматривается как самостоятельное изобра-
жение, для которого обновляется иерархия вложенных 
кластеров, и вся процедура повторяется до тех пор, пока 
множество пикселей изображения не распадется на триви-
альные кластеры из одинаковых пикселей. По мере форми-
рования иерархии кластеров пикселей продолжает форми-
роваться и инвариантное представление, которое визуально 
выглядит как приближение изображения на очередной ите-
рации, так как связано с ним изотонным преобразованием, 
сохраняющим яркостный порядок [11]. 
В отличие от модели Мамфорда-Шаха [4, 7, 13, 14], в мето-
де Уорда [16] при минимизации суммарной квадратичной 
ошибки ( )kE  принимаются во внимание все пары класте-
ров. Однако в частном случае серого изображения эквива-
лентный результат получается при анализе только пар кла-
стеров с последовательными значениями средней яркости. 
При этом квазиоптимальные приближения (рис. 1, слева) 
можно получать в простейшем гистограммном алгоритме 
[3], если вместо эвристического критерия слияния [3] вос-
пользоваться критерием min=Δ mergeE . 

С другой стороны, в случае серого изображения для разде-
ления очередного кластера надвое можно воспользоваться 
классическим методом Оцу [15], что представляет интерес 
для сравнения (рис. 2). 
Рис. 2 иллюстрирует поведение суммарного числа сегмен-
тов s  в кластерах и среднеквадратичного отклонения 

( ) ( )

N
E k

k
⋅3

σ =  приближения от изображения в зависимости 

от числа  кластеров в изображении из k N  пикселей и трех 
одинаковых RGB компонент. Сплошные серые кривые опи-
сывают наш метод при выполнении разделения кластера 

надвое посредством обращения последнего слияния в ме-
тоде Уорда, а черные пунктирные кривые описывают раз-
деление кластера надвое методом Оцу. 

 
Рис. 2. Сопоставление методов по качеству приближе-

ний σ  (вверху) и числу сегментов s  (внизу)  
в зависимости от числа кластеров  k

На верхних графиках рис. 2 тонкая сплошная черная кривая 
описывает результаты сегментации в модели Мамфорда-
Шаха по версии FLSA [7]. Переплетающиеся с ней серая и 
пунктирная кривые описывают сегментацию изображения 
посредством кластеризации с безусловной коррекцией кла-
стеров. Нижняя пара кривых описывает квазиоптимальную 
кластеризацию пикселей методами Уорда и иерархическим 
методом Оцу без коррекции кластеров по числу сегментов. 
Промежуточные пары кривых описывают кластеризацию 
пикселей по очереди с итеративной коррекцией, до остано-
ва при отсутствии повторений сегментов по площади и 
средней яркости (третья и вторая снизу пара кривых). 
На нижних графиках рис. 2 соответствующие кривые сле-
дуют в обратном порядке. Верхняя пара кривых отражает 
лавинообразное возрастание числа сегментов с ростом чис-
ла кластеров при кластеризации без коррекции. Совпадение 
числа сегментов с числом кластеров при сегментации изо-
бражения описывается нижней прямой. Промежуточные 
кривые описывают подавление возрастания числа сегмен-
тов за счет коррекции разделения кластеров. 
В целом, наш метод позволяет получать приближения изо-
бражения с заранее установленным качеством, так как об-
ласть между кривыми на рис. 2 оказывается доступной при 
варьировании правил останова коррекции. Для серого изо-
бражения варианты комбинированной иерархической кла-
стеризации/сегментации на основе метода Уорда и иерар-
хического метода Оцу являются взаимно-
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дополнительными, причем коррекция кластеров не нару-
шает согласованности результатов, как по качеству разбие-
ний, так и по количеству сегментов (рис. 2). 
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Так как метод Оцу [15] не имеет очевидного обобщения 
для цветового изображения, то в этом случае из двух вари-
антов нашего метода остается применимым только метод 
кластеризации/сегментации на основе метода Уорда, кото-
рый поясняется на примере обработки цветового изобра-
жения «Лена» из 512×512 пикселей (рис. 3). 

   
Рис. 3. Цветовое изображение (слева) и его квазиопти-

мальное приближение в исходном (в центре)  
и в инвариантном (справа) представлениях 

Демонстрируемые на рис. 3 представления получены мето-
дом Уорда сначала снижением числа цветов в изображении 
с 148279 до 3434 за счет снижения числа тонов в каждой 
цветовой компоненте исходного изображения до 25. Затем, 
повторным применением метода Уорда для кластеризации 
трехмерных пикселей рассчитаны 3434 квазиоптимальных 
приближения изображения и столько же инвариантных 
представлений. Из них на рис. 3 показано приближение 
изображения в 8 цветах вместе с соответствующим инвари-
антным представлением, которое является серым: 

8,...,2,1,,,, === kwHvHuH vuwuwv , (12) 

что не является тривиальным свойством, так как оно нару-
шается, например, при преобразовании одной из исходных 
цветовых компонент в негатив. Тем не менее, как показы-
вает эксперимент, совпадение компонент инвариантного 
представления характерно для начального числа кластеров 
и согласуется с тем, что образы одних и тех же объектов в 
различных цветовых компонентах помечаются одинаковы-
ми метками. Обнаруженное свойство планируется проил-
люстрировать в докладе на примере выделения объектов на 
дистанционном изображении из 15 млн. пикселей. 

6.  ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Скоростные вычисления с миллионами приближений изо-
бражения выполняются в ограниченном объеме оператив-
ной памяти благодаря интенсивному применению структу-
ры данных динамических деревьев Слэйтора-Тарьяна, ко-
торые не имеют альтернатив при программировании опе-
раций с произвольными множествами пикселей [11, 12], но, 
оптимизируя вычисления, никак не влияют на прозрачный 
смысл алгоритмов. Для содержательной разработки, разви-
тия и обоснования программно-алгоритмического обеспе-
чения гораздо более важна интерпретация инвариантного 
представления как массива кодов информации, содержа-
щихся в пикселях изображения [11]. Упомянутая интерпре-
тация позволяет предложить целочисленную оценку коли-
чества информации в пикселе изображения и сопоставить 
ее с классическими оценками, что планируется обсудить в 
дальнейших работах. 
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