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Аннотация 
В работе предложен алгоритм восстановления 
аппроксимации изображения по фазе аппроксимации 
преобразования Фурье, полученной в результате 
проекционного метода Эрмита. Тестирование метода на 
изображениях базы данных SIPI показало хорошее 
качество восстановления аппроксимации изображений по 
фазе. Показано, что итерационный метод восстановления 
достаточно устойчив к области расширения фазы-
оригинала нулями. 
Ключевые слова: функции Эрмита, преобразование Фурье, 
фаза, проекционный метод Эрмита, восстановление 
изображения. 

1. ВВЕДЕНИЕ 
Фаза преобразования Фурье содержит больше информации, 
чем амплитуда преобразования Фурье [1, 2]. 
Использование информации о фазе преобразования Фурье 
позволяет решать различные задачи обработки 
изображений: поиск контуров на изображениях [3 - 4], 
определение уровня размытости [5] и повышение резкости 
изображений [6], шумоподавление [7], биометрические 
задачи [8] и др. [9 - 11]. 
В работе [1] приведены условия, при которых сигнал 
однозначно (с точностью до постоянного множителя) 
определяется фазой своего преобразования Фурье. Среди 
алгоритмов восстановления сигналов по фазе [1, 12] 
наиболее применимым на практике является итерационный 
алгоритм, основывающийся на методе проекций на 
выпуклые множества [13]. 
В данной статье рассматривается задача восстановления 
аппроксимации изображения по фазе аппроксимации 
преобразования Фурье на основе проекционного метода 
Эрмита. В проекционном методе Эрмита [14] используется 
аппроксимация разложения функции в ряд Фурье по 
функциям Эрмита [15], являющимся собственными 
функциями преобразования Фурье. На основе 
проекционного метода Эрмита решается ряд задач 
обработки сигналов и машинного зрения [16 - 17]. 

2. АППРОКСИМАЦИЯ ИЗОБРАЖЕНИЙ  

С ПОМОЩЬЮ ФУНКЦИЙ ЭРМИТА 
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Рис 1. Двумерные функции Эрмита 
 

Опр. 1. Пусть  - аппроксимация разложения 

функции  в ряд Фурье по функциям 
Эрмита (проекционный метод Эрмита [14]): 
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назовем аппроксимацией преобразования Фурье двумерной 
функции  с использованием функций Эрмита 
(АПФЭ). 

Функцию )  можно записать в показательной 

форме записи: , где 
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Опр. 2. Пусть )  – аппроксимация разложения 

комплексной функции  в ряд Фурье по 
функциям Эрмита: 
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функции  с использованием функций Эрмита 
(АОПФЭ). Можно показать, что АОПФЭ, примененное к 
АПФЭ дает аппроксимацию . 
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Пусть задано изображение с интенсивностью . 
Можно интерпретировать это изображение как двумерную 
функцию , которая совпадает с  
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равна нулю вне . Для применения алгоритма 
восстановления изображения по фазе АПФЭ растянем 
функции Эрмита 
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оконтуривания в аппроксимации из исходного 
изображения перед разложением вычитается базовая 
функция [18]. 
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Этот алгоритм представляет собой двухшаговый метод 
проектирования на выпуклые множества [13], в котором на 
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высокочастотным функциям Эрмита, а под действием 
оператора  фаза АПФЭ заменяется на заданную фазу 
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Таким образом, все функции Эрмита 
qlpkyxlk ,...,,,...,1,0),,(, ==ψ  хорошо локализованы в 

прямоугольнике D′ , поскольку функции Эрмита 
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в D. Итерационный алгоритм восстановления 
аппроксимации )  по известной фазе АПФЭ 
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Важно отметить, что, в отличие от классического метода 
восстановления по фазе, в предложенном алгоритме 
восстановление аппроксимации изображения происходит 
по фазе АПФЭ того же изображения, а не другого 
изображения большего размера. 

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ АЛГОРИТМА 

На рис. 2 приведен пример работы алгоритма для тестового 
изображения “Lena” размера  пикселей для K=10, 
50, 100, 300, 500, 1000 итераций. Для аппроксимации (1) 
изображения в предложенном алгоритме взяты значения 

. В алгоритме восстановления аппроксимации 
изображения по фазе АПФЭ размеры прямоугольника 

 являются параметрами алгоритма. 
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получившимся изображением после K-й итерации и 
аппроксимацией . Видно, что уже после 
небольшого числа итераций изображение визуально 
малоотличимо от аппроксимации . ), yx(,f nm
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Рис. 2. Пример работы алгоритма восстановления 

изображений по фазе АПФЭ 

На рис. 3 приведен пример работы алгоритма при 
различных вариантах выбора параметра . Для 
аппроксимации (1) брались значения .  

d
40== nm

d=1.2 d=1.5 (рис. 2) d=2 

 

 

 
Рис. 3. Влияние параметра d на работу алгоритма 

Для тестирования работы алгоритма рассмотрим 
изображения из базы данных SIPI Miscellaneous [20] 
размера 128128×  пикселей. На рис. 4 приведены 
аппроксимации изображений из базы данных и 
изображения после 500 итераций, а также значения метрик 
PSNR и MS-SSIM между изображениями. 
 

    

    

    

    

    
Рис. 4. Результаты работы алгоритма 
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5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Достаточно реалистичным является сценарий, когда у 
преобразования Фурье изображения фаза известна точно, а 
амплитуда дана с ошибкой. В этой ситуации достаточно 
интересно восстановить правильную амплитуду по фазе и, 
тем самым, восстановить изображение. Классический 
метод восстановления требует знания информации о фазе 
не исходного сигнала, а сигнала, расширенного не менее 
чем в два раза нулями. Однако такой информации для 
данной задачи получить нельзя. Отличием предложенного 
метода является возможность восстановления 
аппроксимации сигнала по фазе аппроксимации 
преобразования Фурье рядом из  функций 
Эрмита. Это тоже требует дополнительной информации о 
количестве слагаемых в аппроксимации (1), однако объем 
этой дополнительной информации существенно меньше.  

)1()1( +⋅+ nm
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Цель дальнейшей работы – оценка устойчивости 
восстановления изображения при ошибке в задании 
параметров и . m n

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ 13-07-
00438. 
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