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В статье рассматривается задача выявления закономерностей между переменными многомерных объё-
мов данных. Используется подход, основанный на понижении размерности исходных многомерных дан-
ных, позволяющий сводить исходную задачу к анализу набора точек в трёхмерном пространстве. Пред-
лагается автоматическая аппроксимация трёхмерного набора данных семейством поверхностей второго
порядка; в случае нахождения таких поверхностей становится возможным сделать выводы о взаимо-
связи соответствующих исходных переменных.
Рассмотрен метод обработки набора точек в трёхмерном пространстве, состоящий из разделения набора
точек на поднаборы и последующего определения приближающих поверхностей второго порядка. Иссле-
дованы и приведены ограничения, которые рассматриваемый подход накладывает на входные данные.
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In this article, we address a problem of finding relationships between variables of multidimensional datasets. A
PCA-based approach is used for reducing problem’s dimension to perform processing in a 3D space. An auto-
mated fitting of 3D-data to quadric surfaces is used to reveal hidden relationships between variables of original
multidimensional data.
Proposed approach of multidimensional data processing bases on dimensional-reduction methods and 3D-data
processing algorithms: segmentation of point clouds and fitting of point clouds to quadric surfaces. The latter
methods are reviewed and examined.
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Введение
Необходимость работы с многомерными данными
возникает сегодня в большом количестве приклад-
ных и теоретических областей науки. Актуальны-
ми являются задачи анализа и визуализации мно-
гомерных данных, задачи определения взаимного
расположения точек в многомерных облаках дан-
ных. Интересными являются вопросы выявления
определяющих факторов и скрытых взаимосвязей
между ними.
Существует большое количество практических за-
дач, в которых необходимо оптимизировать состо-
яние системы, зависящей от большого (более двух)
количества параметров. Задача в этом случае яв-
ляется многомерной, и к ней оказывается невоз-
можным применить классические методы визуали-
зации с целью определить влияние каждого из па-
раметров и их комбинации на систему. Зачастую
при этом проведение эксперимента с каждой но-
вой комбинацией параметров может быть сопряже-
но с различными трудностями и затратами; пере-
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бор всех необходимых вариантов может оказаться
очень сложным или невозможным. В этой ситуа-
ции было бы логично применить математический
аппарат для предположения результатов экспери-
ментов без их фактического проведения.
В [1] рассмотрен подход к анализу многомерных
данных, возникающих в задачах вычислительной
газовой динамики. Целью анализа набора точек
Ai(x1, ..., xn), i = 1, ...,m являлось изучение зави-
симости xn = F (x1, ..., xn−1) и поиск её явного
представления. Задачу в такой постановке можно
рассмотреть достаточно широко и применить мето-
ды её решения к описанным выше прикладным за-
дачам предсказания состояния многопараметриче-
ских систем и нахождения скрытых зависимостей
между переменными многомерных данных, поэто-
му развитие методов решения таких задач пред-
ставляется актуальным. В этой статье описано раз-
витие предложенного в [1] подхода.

Описание базового подхода
В этом разделе будет кратко освещен подход, из-
ложенный в [1]. Авторы утверждают, что визуаль-
ное представление исследуемой зависимости xn =
= F (x1, ..., xn−1) — наиболее эффективный способ
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Рис. 1: Общая схема предлагаемого алгоритма.

анализа многомерных данных. Первым шагом об-
работки входных многомерных данных является
понижение их размерности до трёх переменных,
так как в настоящее время отсутствует [2] надеж-
ный и адекватный способ визуализации данных,
имеющих размерность, превышающую 3.
Для понижения размерности входных данных
Ai(x1, ..., xn), i = 1, ...,m с целью дальнейшего по-
иска зависимости xn = F (x1, ..., xn−1) предлагается
применить метод главных компонент (PCA), кото-
рый является одним из основных методов умень-
шить размерность данных, потеряв при этом мини-
мальное количество информации. Реализации ме-
тода главных компонент и обобщения на нелиней-
ные случаи подробно описаны в [2]; применение ме-
тода главных компонент в визуализации данных
описано в [3].
После применения метода главных компонент бу-
дут получены новые переменные Y1, Y2, Y3, кото-
рые являются линейными комбинациями исходных
переменных: Yj(x1, ..., xn) =

∑
Bixi, j = 1, 2, 3. Это

позволяет выразить точки исходного набора дан-
ных в трёхмерном пространстве главных компо-
нент:Ai(x1, ..., xn) = Ai(Y1(x1, ..., xn), Y2(x1, ..., xn), Y3(x1, ..., xn)).
После этого предполагается визуализация набора
точек в трёхмерном пространстве и её изучение на
предмет возможности аппроксимировать набор то-
чек с помощью функций, имеющих аналитическое
выражение. В [1] авторы применяют аппроксима-
цию с помощью параметрически заданных плоско-
стей вида E1Y1+E2Y2+E3Y3 = Cy. Вследствие того,
что плоскость при обратном переходе к исходным
переменным сохраняет свои свойства, в результа-
те преобразования получается следующая зависи-
мость: E′1Y1+E′2Y2+...+E′nYn = Cx. Это выражение
можно рассматривать как искомую квазианалити-
ческую зависимость xn = F (x1, ..., xn−1).

Предлагаемый алгоритм
Из описания базового подхода следуют первооче-
редные направления его развития.
Их два:
— более точное приближение набора точек в про-

странстве главных компонент;
— автоматизация процесса аппроксимации.

Увеличение точности приближения разумно до-
стичь, используя вместо плоскостей поверхности
второго порядка. Так, представляется разумным
использование эллиптических параболоидов в ка-
честве приближающих поверхностей для данных,
полученных в [1] после перехода в пространство
главных компонент.
Автоматизация процесса подгонки семейства по-
верхностей к исследуемому набору точек становит-
ся тем более актуальной при использовании по-
верхностей второго порядка в качестве приближа-
ющих поверхностей, так как визуально-ручной под-
бор подходящей квадратичной поверхности пред-
ставляется затруднительным.
Таким образом можно сформулировать следую-
щую задачу для развития исходного подхода к ана-
лизу многомерных данных: необходимо по набору
точек в трёхмерном пространстве, принадлежащих
одной или нескольким поверхностям, определить
явные уравнения этих поверхностей. При этом по-
лезным может быть полуавтоматический режим,
когда пользователь выбирает вид приближающей
поверхности; в этом случае следует произвести наи-
лучшую подгонку точек поверхностями выбранно-
го типа.
Поставленную задачу разумно разбить на два эта-
па:
1. сегментация набора точек на множества точек,

принадлежащих различным поверхностям;
2. определение уравнения для каждой из поверх-

ностей.

Эти этапы будут подробно рассмотрены далее.
Последовательность шагов предлагаемого алгорит-
ма представлена на рис. 1.

Сегментация набора точек.
Сегментация набора точек в трёхмерном простран-
стве является первым этапом обработки получен-
ных после понижения размерности данных. Вход-
ными данными для алгоритма сегментации являет-
ся набор точек в трёхмерном пространстве. О на-
боре точек можно сделать следующие предположе-
ния:
— точки образуют набор поверхностей, находя-

щихся на некотором расстоянии друг от друга;
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— поверхности не пересекаются.

Рассматриваемый в [1] класс задач предполагает,
что поверхности оказываются похожими на эллип-
тический параболоид; кроме того поверхности име-
ют небольшую выпуклость. Пример входных дан-
ных показан на рис. 2.

Рис. 2: Пример входных данных для алгоритма сег-
ментации.

В случае соответствия входных данных описанны-
ми предположениям целью этапа сегментации яв-
ляется разделение набора точек на подмножества
(кластеры), включающие в себя точки только од-
ной поверхности. При этом оценка качества сег-
ментации и возможности дальнейшего использо-
вания полученных результатов производится визу-
ально. Предполагается, что несоответствие вход-
ных данных описанным предположениям устанав-
ливается вручную; задача автоматического опреде-
ления несоответствия в данной работе не рассмат-
ривалась.
Из описанных предположений о входных данных
следует, что сегментацию произвести тем слож-
нее, чем ближе находятся поверхности друг к дру-
гу. Предельным является расстояние dmin между
поверхностями: алгоритм выделяет правильно все
поверхности, если расстояние между ними равно
d > dmin и не может определить поверхности, если
расстояние между ними равно d < dmin. Тестиро-
вание алгоритма сегментации происходит на син-
тетических данных, состоящих из нескольких (на-
пример, 4) эллиптических параболоидов, заданных
одной формулой и смещенных относительно друг
друга на расстояние d по оси OZ (для задания па-
раболоидов используется формула z = x2

a2 + y2

b2 ).
Разумной метрикой для сегментации набора точек
на множество поверхностей является гладкость ло-
кальной окрестности каждой из точек исходных
данных. При построении алгоритма сегментирова-
ния необходимо найти компромисс между излиш-
ним и недостаточным сегментированием, выража-

ющихся в слишком большом и слишком малень-
ком количестве сегментов соответственно. Излиш-
нее сегментирование характерно для алгоритмов,
основанных на анализе кривизны поверхности и
производных высокого порядка.
В данной работе для кластеризации набора точек
был применён модифицированный алгоритм выде-
ления областей путём их наращивания [5]. Этот ал-
горитм основан на анализе значений кривизны и
векторов нормалей к точкам рассматриваемого на-
бора данных.
Вместе с набором точек, значениями локальной
кривизны в точках набора и векторами нормалей в
этих точках алгоритм принимает на вход два поро-
говых значения: максимальная разница углов нор-
малей и максимальное разница значений локаль-
ной кривизны. Точки рассматриваемого набора об-
рабатываются в определённом порядке, связанном
со значениями локальной кривизны в точках набо-
ра. После добавления новой точки в текущий кла-
стер рассматриваются «соседи» этой точки; сосед-
ние точки, удовлетворяющие обоим пороговым зна-
чениям, также добавляются в кластер.
Пример результата работы алгоритма сегментации
показан на рис. 3. Алгоритм успешно разделил по-
верхности на 4 набора. Незначительное количество
точек (помечены красным цветом) не были отнесе-
ны ни к одному из кластеров.

Рис. 3: Визуализация результата применения алго-
ритма сегментирования к набору точек, принадле-
жащих четырём параболоидам.

Апробация описанного алгоритма позволила сде-
лать вывод об ограничениях, которым должны удо-
влетворять входные данные. Как было описано вы-
ше, интерес представляет минимальное расстояние
dmin между подобными поверхностями, при кото-
ром алгоритм сегментирования корректно разде-
ляет данные на кластеры. В результате экспери-
ментов было установлено, что для данных, похо-
жих на показанный на рис. 2 пример (несколько
эллиптических параболоидов на некотором рассто-
янии друг от друга), расстояние между поверхно-
стями связано с расстоянием между точками одной
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поверхности. Было получено следующее соотноше-
ние: dmin = 2.6r, где r — расстояние между точ-
ками поверхностей, которые нужно отделить друг
от друга. Алгоритм сегментации успешно выделяет
поверхности при d > dmin.

Кроме нахождения расстояния dmin была провере-
на устойчивость процедуры сегментации к зашум-
ленности входных данных. Было установлено, что
максимальная амплитуда шума вдоль оси OZ, при
котором возможно успешное разделение набора то-
чек на поверхности, составляет Amax = 0.35d.

Нахождение уравнения поверхности второго
порядка.

После того, как исходное множество точек было
разбито на подмножества точек, принадлежащих
разным поверхностям, необходимо найти явные вы-
ражения для каждой из поверхностей. Фактиче-
ски, необходимо найти коэффициенты c0, ..., c9 в об-
щей записи уравнения поверхности второго поряд-
ка: f(c, p) = c0 + c1px + c2py + c3pz + c4p

2
x + c5p

2
y +

+ c6p
2
z + c7pxpy + c8pxpz + c9pypz = 0

Важно, что множество точек, составляющих каж-
дую из поверхностей, могут не принадлежать од-
ной поверхности второго порядка; при этом необ-
ходимым является нахождение поверхности, опи-
сывающей набор точек наилучшим образом. Най-
денная поверхность не должна обязательно содер-
жать каждую из точек, но хорошо описывать набор
точек в целом.

При построении и тестировании алгоритма опре-
деления уравнения поверхности второго порядка к
исходным данным можно применить шум, сместив
точки относительно исходной поверхности. Ответ
при этом не должен значительно отличаться от
случая, определения уравнения поверхности без
шума.

Необходимо также обратить внимание на то, что
рассматриваемые наборы точек составляют лишь
сегмент поверхности. Как показано в [6], один и
тот же сегмент поверхности может быть корректно
отнесён к разным поверхностям второго порядка.
Поэтому может быть полезной возможность явно-
го выбора вида поверхности, которой будет прибли-
жаться рассматриваемый набор точек.

Алгебраические методы подгонки часто использу-
ются для подгонки поверхностей второго поряд-
ка [4]. Общая идея заключается в приближении
нелинейной функции ошибки аппроксимации вы-
ражением вида:

∑n
i=0 ||f(c,pi)

2||
q(c) , где q(c) — норма-

лизующая функция. В данной работе была выбра-
на функция q(c) =

∑n
i=0 ||∇pf(c, pi)||2, предложен-

ная в методе Таубина [7]. Метод Таубина являет-
ся эффективным алгоритмом подгонки квадратич-
ных поверхностей [4]; кроме того, в [6] предложен

способ определять с его помощью уравнения по-
верхностей второго порядка определённого вида,
что может быть полезно в рассматриваемой задаче.
В ходе исследования была проверена устойчивость
выбранного метода определения коэффициентов
c0, ..., c9 к шуму, который был добавлен к искус-
ственно сгенерированным тестовым данным. Допу-
стимая амплитуда шума зависит от площади сег-
мента, для которого происходит аппроксимация и
приблизительно составляет A = 0.03S, где S — пло-
щадь рассматриваемого сегмента.

Заключение
В статье было рассмотрено развитие подхода к
обработке многомерных данных, предложенного в
[1]. Было предложено увеличить точность анали-
за входных многомерных данных путём исполь-
зования квадратичных поверхностей при анали-
зе главных компонент рассматриваемых многомер-
ных данных и автоматизировать процесс обработ-
ки. Были рассмотрены и опробованы алгоритмы,
позволяющие реализовать предложенные идеи.
В ближайшее время планируется провести экспе-
рименты с целью проверить практическую приме-
нимость предлагаемого подхода и рассмотренных
алгоритмов для решения многомерных задач вы-
числительной газовой динамики и, возможно, дру-
гих практических задач.
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